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第一章集合及其基数 


实变函数论是在集合论的观点与方法渗入数学分析的过程中 
产生的.对特定的集合按某种要求作分解与组合，是实变函数论 
中的-种基本的论证手法，因此我们现在先介绍一些有关集合论 
的基本知识. 


集合及其运算 


一个集 合是被我们看成了一个单一整体的一些“ 事物” .这费 
w 事物”称为这个集合的 元素 . 如果4是一个集合， a : 是4的元素, 

则记为甿儿读作化属于，； z 不是4的元素这一事实记为 
怎6乂或硪阜读作 “ a ： 不属于 4”. 

I 

我们说集合4已经给定，就是说对于任意“事物” A 我们都能 
鉴别 r 是否是4的元素，即鉴别: r ^4 和 xeA 中是哪一个成立 .一 

般说来，这两个式子中应该有一个而且只有一个成立. 

上面我们把集合“看成了一个单一整体”是说我们认为集合和 
组成这个集合的那些元素是不同的.我们着眼的不是这些元素中 
一个个的“事物”，而是认为这些“事物”已组成了一个整体. 因此 
如果^是某一“事物”，当我们说“以怎为元素构成一集合”时，这个 
集合和$本身就是不同的东西了，尽管这个集合中就只有二个芜 


素文 


我们可以用已有的“事物”作元素构造各种各样的集合.例如 
将1,2,3三个数放在一起看成一个整体，便得到一个集合,可以记 
.为 {1, 2 ,3}.此处我们用 { }表示把括号中的那些“事物” 放在一 
起看成一个整体的意思.这种用加上括号来表示构成集合的办 


法，我们以后将经常引用.如 {2, 4,6, 8}, n 二 

示由 2,4, 6,8这四个数组成的集合和由 1,4-, 4 ? 


，去，…这样的 


无穷多个数组成的集合.一般说来，如果 K 均是一个与 怎有关的 
条件(或命题），则所有合乎这个条件(或使这个命题成立)的 w 所 
构成的集合便记之为仁; P(x)}. 例如当 Mo:) 是“数 r 的平方等干 
1”这一条件时,就是{一1,1}.又如果五是一个事先给定 

了的集合，则便表示 [ 中所有使条件？ 0) 满足的龙所 

构成的集合,也就是例如当 / Or) 是一个给定的实 

函数且 a 是一个常数时， E[>;/Or)>a：f 就是五中那些使 /O) 大于 
«的^所构成的集合.自然这里的五应是某个已事先给定了的 

集合. 


我们说两个集合4和5 是相等的， 记为4 =足就是说它们所 
包含的元素相同，叩它们实际上是同一个集合.例如* 2 =1> 
= {- 1 , 1 }. 

■ 

设次 S 是两个集合，如果属于 i 的元素都属于 S， 则说4 包 
含于 B 或2是 B 的子 集， 记为4匚足4包含于[也可以说成丑包 
含禹 而记为 BZM. 

不含任何元素的集合称为空 集或虚无集， 记作它是任何 
集合的子集. 

对于任何集合禹 A ^ A 总成立,所以2也是X本身的子集,知 
杲 BdA , 即 jB 是4的子集,但 B 还不等于牟则说 B 是4盼 

真子集. 


下述两个定理是显然成立的. 

定理1 4=5的充要条件是且 fic ^4. 

定理2如果虫二5, 则 dcia 

设次 B 是两个给定的集合，将它们所共有的元素拿来构成〜 


个新的集合，称为 4 和 5 的交，记作或仙，因此 

AP[B = {xi x^：A 且 zGS}* 

例如4 = {1, 2,3,4},B = {3, 4,5,6},C = {6,7,8}, 则 

4门5 = {3,4},6门(? = {6}, = 

一般说来，如果 d 是一集合，对于每一 Aed, 都相应 地给定了一个 
集合山,则我们就说 给定了(以 d 为下 标集的^ '一族 集金. 这时这 

族集合的交定义为 


{ x ； 对每一 AEA , 都有 x ^： A x } f 

I 

如果』 = {1，2，*"，1*}或{1，2,3,…， n ， …}，则上 述交就 


记为 (1 禹 

分别简记为门禹和门所以 

^ — 1 典 =1 

09 

门 = •对任何正整数 ji ， 都有 x ^ A n }. 

n^l 

若求 = {x;0<a;<l 十 j},n = l ， 2,3 , …，则 

tv 

_ oo 

f ) ^i = { x ;0< z < l + i } = > i n , PI A n ={ x ; 0 ^ x ^ l } 

i = l 71 n = l 


3 


J2 若 A n = \ x ^ n ^ x ^. n J r —}, « = 1,2 > 3, 


2 


f]A n = 0 


若儿 = {怎；—：< ;|? <:}， ? * = 1，2,3广"，贝!| 


^ Ai = {x ； 9 门 』 n = {0}* 

i -1 - n W n=l 

若』 是全体实数所构成的集合， ^ = 


m 





f \ A x -0. 

t A € Z 

两个集 合/和 B 的并定义为 

{ a :; x^A 或 

1 己为 及 例如 {1,2, 3,4} U {3, 4, 5, 6} = {1,2, 3, 4,5. 6} 同样 

以」 为下标集的一族集合的并就是 


U 先二 { 尤 


;有；164使 


A € /f 


当2= {1,2, …， n } 或{1,2,…，》，…}时，分別有 


n 


U 木=有 i<n ， 使 ^Ai} 

i — 1 

co 

U 4 = { a :; 有正整数 n ， 使 


n = l 


若儿 ={ x ;« — l <; r < n},tt = l ,2,3, …，贝 lj 


(J ^ n = 


0<a:<oo} = (0, od) 


n=i 


例 6 若 — 1，2, 3,…，贝 fj 


n 


n 


气 • 


n 


x ； — 1 + —-<*< 1 —— 1 


—9 1 — 


n 


m 


/ 


od 


U A n = { x ； — 


1 <^< 1 > = (- 1 , 1 ). 


n=i 


!l 7 设是大于零而小于 1 的全体有理数构成的集合， A x 


A 


{ x ; ~< x < 2 A } 9 A 6 A . pilj 




U 4= ( 0 , 2 ) 


X^A 




当时，我们说乂和 S 不（相）交，对于集合族 
{ A ,} x € Ai 如果对任意都有 (] A xn ^0 f 则敗 

这族集合是互不相交的或两两不交的， 

根据交与并的定义立即可得： 

定理3下列各式恒 成立： 

( 1 ) AU(B\JC) = U\}B)]JC 9 A(UBf\C)^{AViB)(\Ct 

% 

( 2 ) A(UB\jC)^(B\JC)r\A^{A^B)UUr\C )； 

_ 

(3) A [ jA ^- A 9 Af ] A ^ A . 

定理 4 

(1) ADBCZACIAVB . 

(2) 若 A x dB k (疋」)，则 |J U B x . 特別，是若 407 


( 妖 J), 则 |J 先〔仏 … 

xeA 

(3 ) 若 Ad aeA ), m.fl n B, f 特别是若 fq ： j ^ 

A ^ £ >1 ’ 、、 J 

( Ad ), 则 CC f]B 


}、e a 


(4) U ( A ,[ jB A )=(\ jAA [ J ( U^V 

\;.6 a / \>. e a J 

■ 

( UM - U ^ ns A ). 

\xeA / Ae.l 

证明 以 (2), (5) 的证明为例.先证( 2 ),由并的定义,如果: 

\ Ja ap 则应有 A f ej ； m : re 儿，•而 4 CB 入 ,，所以有 xes Af . 从 


(5) 


e 




而 f U 氏，这说明 U u ^ 是成立的 


>1 


再证 (5). 这又分两步. 


(㈣ 


BA ( z{j ( AHB ,), 若 


第一步证明 AH 




a 


xeA 


任取 o ; G 4 fYU 氏) 

\ A 6 J 

据集合并的定义可知有使於氏,.于是士乂门札,.从而 


由交的定义，怎 u 并且 ^ Ub a . 再根 


0。 


( A ^ i 所以 


』 门 （ UM C U 

/ ^ e , 


( Af ] B ,) 


第二步证明 u 

A€- 

U C 4 fl 氏)，则有 使： rGn 丑/ 

I 

氏，便兔 k [ j 足，而已知 xeA f 所以 zeAf )( U bX 

A€ f \Jl€^ / 

{ j ( Af ] B A )^ f ) 


(Af]B,)<ZAn 


由并的定义，如果 a?e 


于是且 . 从 ； re 


这证明了 


CW 札) 


由定理1, 


jiej 


(U 今 U 

\A€ A / ^6 ^ 




( Af \ BJ . 证完 


对于两个给定的集合禹 A 我们定义 Z — B 为 

A — B= {z; x^A f z^B} m 

诹 4 — S 是由属于 2 而不属于 B 的那些元素构成的集合.注意，一 
漱说来 M - B ) US 未必等于乂(参见习题第1题).如果已知4=>尽 
明称为 B 相对于2的余集.记为贫特别是如果我们在某 
一问题中所考虑的一切集合都是某一给定集合 s 的子集时，集合 
相对子在的佘集就简称为 B 的余集，而把癸简记为贫5 
MB C . 


a 


定理 


(1) 妒=0， 0 C = S . 

(2) A \ JA c ^ S 9 Af ) A c =0 

(3) ( A c r ^ A . 

(4) 若 4=)5, 则# C5 
定理 6(De Morgan 公式） 


C 


c 


c 


( ru ) = u ] 

A / a^z A 




A 


e 


e 


A 


A ， 




A 


C 


c 


以第一式 为例. 如果 ( Ua ) 不是空集，先)， 

\^eA J \AeA / 

因而对任意祀為都有 xeA ,. 所以有 x es 


证明 


LK 


10汝 S 且； 




故 jpG 门4 • 这表明 


由于这对一切狀 d 都成立, 


^— A 


A 


A 


( u ^ ycn ^$. 

\A€ A / A 

_ 

反之，当门且:^门乂 


时，对一切疋為3：^4;，即3^厶, 


C 


A 


A € ^ 


A 


C 


(㈣ 


u 為，这也就是说 


^6^；- 因而且 x 专 


所以 


AC.1 


C 


U ^ 


门4〔 


从而由定理1, 


X€A 


C 




证完 


c 


A 


A 


对于一个给定的集合 A 若％ 是及的一族子集，即穸是 以忍的 

一拽子集为元素的一个集合,如果它满足 条件： 

1) 0 e ^； 


7 


2) 当穸时， A C = ^ S AE ^; 

3 ) 当牟5都属于穸时梦， 

则我们就说穿是 S 的一些子集构成的一个域或代数.此时必有 

⑴ se ^； 

(2> 当 乂, 56%时, 4 n fie 牙. 

如果把上述定义中的 3) 改为 

Y ) 当 A i 9 A z , …，』„，…是％中一串元素时，必有 


u 好穸， 

n = l 

则 穸便称为及的一些子集构成的一个 tr - 域或 cr - 代数. 结合 2) 
3') 和 De Morgan 公式即知对于域来说，上述( 2 )可扩 充为: 


当人65^二1,2,3,…）时， f | A n ^ y o - 域一定是域. 

11 = 1 

I 

但是一般说来，只满足条件 I )， 2 ), 3 )的域未必满足条件 3'), 即域; 
不一定是 CT - 域.另外条件 3 ')中的“一串 M n 当然是无穷多个，也. 
是并不是说，中任意无穷多个元素的并都仍然是，的元素)因为 
并非任意一个无穷集合中的元素，都可以排成“一串％即可以排成 
个这样的序列形式.什么样的无穷集合的元素可以排成一个序 
列，这正足我们在后面的§§ 2—4 中要详细讨论的问题. 

对于任意给定的非空集合.&由沒的子集构成的 or— 域显愈 
是有的，比如梦。 = {0，沒}和由$的全体子集所构成的便都是 

域. 另外易见贫0和％ i 还分别是由忍的子集构成的 CT - 域中的最 
小者和最大者,即对任意由沒的子集构成的 o •-域胥，都有 

a ^ l . 


( 2 ，) 


， * 


— 


定理7如果 W 是由攻的子集构成的一非空 集合， 则唯一存: 

在一个 S 的子集的域穸 ( W ), 使 iC ：，（ W ) 并且对于汉的子集 


8 


柄任何 a - 域％只要 ％= w ， 就有这也就是说&彡的 
子集的、包含 W 的域中有一个最小的 $( W ). 这个 O *- 域％ ( W ) 
称为由 w 产生的(或决定的） CT - 域. 

证明包含^的，由$的子集构成的 a - 域总是存在的/比如 
包含 S 的全体子集的就是一个.用梦 ( W ) 表示所有包含 W 的, 
由《的子集所构成的 a - 域的交①，则， ( W )= W . 如果，是包含 

W 的，由汉的子集构成的《域，自然有穸所以我们只 
要证明穸 ( i ) 确实是一 or - 域就可以了.首先，每一(包含 w 的） 

域茨中都含有空集0,因此麥中也含有 0. 其次，如果 
穸 ( w ), 则对于任何含有4的 o - 域，,从而# e 梦，由于 

这里的，可以是由 S 的子集构成的、包含 W 的任意 0- 域，所以 T 

^(^).最后若 A , 木，…, …中的每一个都属于济 GO , 则 


1,2, 3,…)，于是 (J 46梦 

i^l 


对于任意包含^的 Or - 域穸，木6梦（€ 




从而也就有 u 

i = i 

对于一串给定的集合為，為,…,4, 

仁;有无穷多个》，使 

为这串集合的上 极限， 记为 IS 圮或 Iimsup ^ n , 定义 

n n 

只有有限多个 〃，使 are 圮} 

为 这串集合的下极限，记为 lim 戽或 liminfA . 显然 


可见梦 ( W ) 确实是一 a - 域.证完 


我们定义 


liminf^cHmsupA 


①用3表示由 S 的子集构成的，包含^的 CT - 域的全体，则」非空，约定对于 
JIM , 将 ；I 视为茨：的子集时，记为穸 A , 则穸 （ W ) = 


门 
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设 = 


,3 + (-1)" ,n = l,2,3, …, 


liminrl。= (0,2], limsupi = (0, 4] 


这时 liminL4 n #limsup/l 


如果一串集合戌，烏，…,4,…的上、下极限相同，则我们能: 
说这串集合是有极限的或收敛的，并且我们把 limsup ^ lj 也就是_ 


liminM ^) 记为 liriK 4„ ，称为其极限 


定理 S 对于任意一串集合 


， A »， …，都有 


U O 

n=i i =m 


liminfi4 n = 


limsup 4 n = n lk 

71 m—i i =m 

证明若 a ^ liminL 4„， 则只有 有限个 乂使疼七，所以有 

n 

使》>7«。时 , a :^ l n ，从而 a ： e ^] A if ^ f^x € Q 反之，如果 

i =?7In m = l i ~m 

oo oo oo 

u rM o 则有 w *。 使於 fl 

n = \ % i=7 


mi 


e 


A u 这说明当叫时， xeA nf 可 


见最多有 W 。一 1个《使:^4因而 aeiin ^ nfA . 这征明了第一 
个等式. tt 


如果 f Iimsupi 4„ ，则有无穷多个〜使因此对于任意 


的集合，因此 


，在 ^ m + 1 j ^ 


中一定还有包含 a ： 


• • • 


注意 w 任意，所以斤门•反之，如果斤门 U 為，则 对任: 



oo 


意 K | J 木，所以必有使於為：这说明使於 4 的必 


% -rn 


有无穷多个,因而 xeiimsup ^ n . 第二式也得证 


n 


由定理8立即可得 . T 

I 

_ 

定理9 如果集合序列禹，…，…单调上升 (下降 ), W 

4 CU 相应地皂〕 圮 +1 )对一切》都成立，则 


oo 


HmA n = U A n (相应地，门 4) 


n 


71 — 1 


w — 1 


定理 10如果％是一 or - 域， A n e ^ 9 
Umsup 』„ 和 liminf ^ 也都属于％. 


1 , 2 , 3 ,…，^ 


n 




n 


n 


习 


1 


h 证明的充要条件是 
2. 证明 4— B =3 ns 

3-证明定理 4 中的（3)，（4),定理6 (De Morgan 公式）中的第二式和 


0 


戈理9 


4. 证明 (4—5 HJS =01 UB )- B 的充要条件是 

5. 设沒^ = 0,2,3,4}，冰={{1，2}，{3,4}}，求茨 （义），又如果况 = (丄; 


n 


} ，為 a n 为奇 ㈣ 卜4 = { {1} ，{+}， …， {^rW 问 


况=1,2,3, 


( m d ) 和贷 （ ji ) 是什么？ 

6. 对于5的子集4,定义 J 的示性函数为 

1,当; rM , 

0,当#儿 

明： 如果 4,4,…，4, …是》 的子集的序列 ，则 

Piimin f /I it (*^) — li rniiif^?^^ (j?) 


< Fa (^) = 


ft 


fl 


<PnmuuPA n (^) ^limsupPhO) 


n 


7 . 设 / OO 是定义于亙上的实函数， a 为一常数，证明 


n 




f ( x )^ a + —， 


J ?[ x ；/( x )> a ]=- P | 

m»l 

^ 如果实函数序列 { AOr )}', 在五上收敛于 / G ), 则对于任意常数 


E\ x ； f(x)>a ——— 




都有 


门 liminf 丑「 

=1 * 匕 


] 




x;f n (x)^a + — 


= n 

* = 1 


liminf 丑 x;/ n (x)<a+— 


集合的基数 


在抽象_研究集合(即不考虑集合中元素的特性)时， 一 个集: 
合中元素的多少应该是基本的概念.比如=个由五个苹果 作成的 

p •• 

■ 

集合和一个由五本书作成的集合，当然是两个不同的集合,但是如 
果我们不计较它们的元素的具体属性时，它们却是有共同的特性 
的，即它们的元素的多少是枏同的(它们都是由五个元素组成的). 
相反， 一 个由五个苹果作成的集合和一个由六个苹果作成的集合 
之间却没有这种典同点.可见在抽象地研究集合时，元素的多少 
是值得重视的属性. 

对于有限集合，即由有限多个元素作成的集合来说，表明元素 
多少的槪念自然就是元素的个数 u 空集的元素的个数是零.任意 

4 

一 个非空的有限集的元素的个数都是一个正整数.为了求得一个 
有限集合 M 中元素的个数，我们只要一个个地数它的元素就可以 . 
了.最后数到的那个数是多少，元素的个数就是多少.一个个地. 
去数 ikf 中元素,事实上就是依次用正整数去给中元素编号,比如 
说数到了 5,那就是从血中挑出了一个元素 e , 把它叫做第五号，它 


12 


可以记作 e 5 , 这时必定已经先有了 e ,， 

集合 I 含有 W 个元素，那么经过这样的“数”的过程以后,就排成了 
下述 形状： 


因此，如果一个 


M={e if e 2 f ^*,e n } 


现在设想是另外一个也是由 w 个元素组成的集合，那么对 
它的元素数过以后自然也就排成了 


•^ 二 {/"A ， .•〆《} 


由于 Jf 和 JIT 中元素的个数相同，两处的 w 是同 一个正整数.如 
果我们让 I '中编号为 i 的元素 < 和 I 中 具有同 一编号的元素 
A 相对应，则这个对应是一对一的.反之， 如 果见"是另一个集 
合，元素的个数并不知道.但是有一种办法使它的元素 e " 和见的 
元素 e —个一个地对应起来，则3/〃的元素的个数必定也正好是 
»• 就 好象我们如果已知有100个人，另外 还有一 堆书，不知有多 
少, 但 是当每人拿一本时,正好拿完,既没有人拿两本,也没有人没 
有拿，那么书的本数就一定是100,用不着再一本本地去数.如果 
人数事先也是未知的，那么我们当然还是不知道书有多少本，但是 
我们可以肯定人和书的数目必定是相同的.即这个“人的'集合”和 
这个“书的集合”的元素个数相同. 

以上的分析 表明： _说明两个有限集合#和尨'具有同样多 
的元素，我们并不需要知道它们元素的个数是多少,而只要能在它 
们的元素之间建立起一个一一对应的关系来就可以了.这个事实 

启示我们如问去研究无穷集合中元素的数量；^即如何鉴别两个无 

•• 

•• 

穷集合的元素的数量是否有差别.要注意•于无穷集合来说，元 
素的“个数”这个概念已是完全没有意义 的了） 

定义设次 S 是两个集合，如果存在二奢元素之间的一个对 
应关系史，使乂中任意元素 h 通过9?都恰与 B 中一个元素 y 对 

而 B 中任意的0也一定是 X 中某一 ^(通过幻在 B 中的对应: 


元素，则我们就说4和5 是对等的或具有相 同的基 数的， 记办 
A 〜 而满足上述条件的对应 < p 称之为4和£之间的一个 1—1 
对应.（注意4〜 B 和不同 ，） 

显然，两个集合“具有相同的基数”是有限集合的“具有相同物 
元素个数”这一概念 的推广( 因为对于有限集合来说, 3和 B 在且 
只在它们的元素个数相同时才能对等, ）， 因此“基数”就应该是“元: 
素个 数”这一概宇 的推广,还是到底什么是集合不打 
算的回答，而且也很难给出一个明确的回答，因为这 
是一个很复杂的问题.我们只能认为基数是任何集合都具有的一 - 
个属性，任意两个集合，如果它们是对等的，则它们的基数就栢同. 
反之， 如果两个集合的基数相同，则它们必定是对等的，即必定可^ 

以作出它们之间的 i — i 对应关系来„集合4的基数记为巧4和 

_ 

石的基数相同便可$为2 =2. ^基数 aya 等是具有对称性 m 
传递性的.即如果 fB 则 B 二汲；如果 B — C , 则4 

-C (集合的基数也称为集合的 势或权 J 

例1设£是全体正整数所作成的集合，4是全体偶数所作 
成的集合，则4〜 A 因为只要令 J 5 中的 w 与4中的 2® 对应，即:. 
可建立一个5和3之间的 1—1 对应. 

设4是 (0,1) 开区间中所有的点所作成的集合， fl 是半. 

〆 

轴 (0， co ) 上所有的点所作成的集合，则4 〜艮 

事实上， 如果用 C 表示图1 

_ 

所画圆弧(不带端点)上所有的点 
所作成的集合通过将圆弧往 ox 
轴上作垂直投影，可以将3中的 
点 x 与 c 中的点2—一对应起来， 

但是另一方面，通过从尸点的中 
心投影，我们又可以将 c 中的点 

，14 • 
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Z 和 5 中的点沒一 

对应起来了 

上述两个例子中的4都是 B 的真子集.所以这两个例子都是 
整个集合和它的一个真子集对等的例子.其所以可能是因为这两 


对应起来，于是 X 中的点^也就和尽中的点: 


y — 




个例 P 中的 S 都是无穷集合.对于有限集合 来说是 绝不会出现这 
种状况的.我们还可以证明（见§ 3 习题 5) 任意 无穷集合 可 

能和它对 


以和它自己的某一^ ^子集对等& 所以， 

等是集合为无其实这是可以用来作为无穷集 


合的定义的.在前面，我们是把无穷集合理解为“不是有限集合的 
集合”而没给它下正式的定义.如果我们把无穷集合就定义为能: 
与它本身的一个真子集对等的集合，任何无穷集合都能和它的一 
个真子集对等就不再成为需要证明的事情了. 

大家也圩 会想： 可能任意两个无穷集合都是对等的吧！假如: • 
真是如此，那么“对等”这个槪念或者说基数概念的引进也就没什 

I 

么大意思了，为了说明情况不是如此，我们先来证明下述定理、 


(Camor 定理 ) 


定理 [0, 1] 闭 E 间上所有的点作成的点集是不能和由全: 
体作成的集合 n 对等的. 

证明设不然，则存在一个 N 和 [0,1] 之间的1 一 1对应关系: 
^我们把 [0, 1] 区间上的与 N 中的》对应的元素 $(») 记为 

I 

则我们就将[0, 1] 上全体的点排列成了一个 序列： 


2 


把 [0,1] 三等分，则显然 yil 中至少有一个不含有、 

i-v 1 

用 / t 表示任一这样的区间,则•把 a 三等分，在它们的左与 
右两个闭区间中必至少有一个不含％,用/ 2 表示一个这样的区 
间，则 〜 e / a . 同样把/ 2 三等分，又可得不含有％的一个闭区间: 
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A , 依此类推，根据归纳法，得到闭区间序列满足条件 

( i ) 


( ii ) <己.1 


m …, 


( iii ) L 的长度为去，所以当时趋于0 


根据闭区间套定理，存在点 p / n ，= l ,2,3, …由于 〜 e / n 对一 
妨 Jn 成立，故 | 不可能是某一但 S 显然属于 [0,1], 这与 （*) 

h 

■ ■ 

:是由[0, 1] 上全体的点排成相矛盾. 

■ 

定义设皂 B 是两个集合.如果尨和 B 不$等，但存在 S 的 

某子集&使 J 和对等，则我们就说4的基数 I 小于 B 的基数 
~ B ， 记为 H 

Z 的基数小于 B 的基数也可以说成5的基数大于 Z 的基数, 

嘗 _ ■ 

1己为5>土•— 

上述1<苫的定义中，特别写明了 和5不对等”这样一个 

条件，它的必要性是显然的，因为如果 i 是一无穷集合，则4是可 

_ 

以和它自己的一个真子集相对等的，因此如果定义 TCI 时，只要 

_ 

_ 

求4雙和£的一个真子集对等而不加3和 B 不对等的 限斛, 会 

将出的结论来，这显然是不合适的.但是现在这£故@义 
是否就^理 I 呢？按现在这样的定义，会不会出现既有 7< fS 又 
词时有 Ic 1 ? 的情况呢？下面的 Bernstein 定理说明这是不会的. 

定理2若阜 S 是两个集合.如果存在 X 的子集 S 的子 
楽 B *, 使 A ^ B *, B 〜4%则 A 〜 B . 

证明设9>是4和5 + 之间，於是 B 和 f 之间的一个 1—1 对 
应关系.^ ^40 = ^4*^ Bq = A \ = A — 然后定义 

B l = < p ( A ] )^{ p ; y ^( p ( x ) $ xeA l } 9 

^2 = ^(5 3 )A{ar;a ： = ^(y),y^i}, 

表示式右是式左的记号的定义)由于為 C 4, 所以 AfU 

0. 再令执=炉04 2 ),注意妒是 1一1 对应，便知历门5 2 =0. ^ 




J 
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股说来，如 己作出 I , … ，皂互 不相交 ，….氏互不 相交， 

% 

— p 氏=炉(為） ， i = 1，2,…， j * — ]，则取 ‘ _ 

A n+1 = p(BJ, B n+ i=tp(A n ^j) 

由于於是1 一 1对应，从私，…， 札 互不相交可知 木+, 和决， 
,皂互不相交.又汔 +1 C 戽，故 隼 +1 和為也不相交.再曲 
于沪是 1—1 对应，忒 ，…, 4 +1 互不相交便知氏 +1 与历 ，…,瓦互不 : 
相交.这样我们就得出了两串互不相交的集合 


• • • 




1, 2,3, m 、 于是 

u 气 1 : n^l 


使 ^4 i + i = 0( Bi ), Bi = < p (4 t ), t = 


又通过 if ， B 〜 A 0 , Bb 〜 A k+1 ，故 


U 乳〜為 一 U ^ A;+l — [J ^ n * 

r = 1 k - 1 n = 2 

■ 

r 

oo 

但是 从士二 山及烏知 40 = 4—4, 所以為一 U 次 =A 




— U 人 ，于是 

11 " 1 


LU 。 LM 

- 2 / ' n = J 


M — LK 川 U 

71 — \ \ ^1 = 1 


A 


A 0 - 


A 




B 


B - 


Bernstein 定理不仅保证了 J<S 和不可能同时敗 
立.而且也是在证明两个集合对等时常要用到的有力工具. 

令 推论1若 AcSciC ， 乂〜 C , 则 A 〜 B ， B 〜 C . 

_ 

证明以4〜 5 的证明为例.设炉是4和£之间的一个 1—!■ 

对应 • 令乂*= 炉（疋）65},则〜凡取 

則自然有 乂〜万' 于是由 Bernstein 定理 A 〜 B . 
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关于基数大小的比较，还有童要的问题没 5 解^ 那就 
:是是否对于任意两个集合^尸 5,7-1, 三者之 

中必有 一个成立呢？回答是肯定的，但证明比较复杂,我们不拟讨 
论，有兴趣的读者可以看阅参考书® 


习 


1. 用解析式给出(一 1,1) 和（一 co , oo ) 之问的一个 1—1 对应. 

_ 

2证明只要就有 6) 〜 （0,1). 

I 

3. 证明平面上的任何不带圆周的圆上的点所作成的点集都是和整个平 
面上的点所作成的点集对等的，进而证明平面上的任何非空的开集（开集的 
龙义见数学分析或本书第二章§ 2) 中的点所作成的点集和整个平面 i ： 的点 
浙作成的点集对等， 


s 




合 




可 


定义凡能与全体自然数所作成的集合 N 对等的集合都称为 


可数集合 


因为 N 中的元素是可以按大小排列成一个无穷序列 


1，2,3, ^"， w ， 


的.因此任何可数集合尨中的元素也一定可以将之排成无 穷序列 
的 形式： 


珍3 ，… ，心， 


_瘍# 


反之，任意一个集合 I ，如果可以将它的全体元素排成上述的序列 
形式，则 I 一定是可数的.因为我们只要令序列中的第 n 个元素 
和自然数《对应起来，就得到了•^和 N 之间的一个 1—1 对应.所 
以一个集合是可数集合的充要条件是它的元素可以被排列成一个 


①那汤松 (H.ILHaTaHCoH), 徐瑞云译，实变函数论，髙等教育出版社，1958年中 
择本,第十四章或其他有关集合论的专书(如利学出版社 I960 年版的， F . 紊斯 遒夫的 
<集论 > 第二至四聿 h 


IS 











无穷序列.这也就是可数集合也常称为可列集合的原因 

I 

定理1任何无穷集合财都包含一个可数子集. 

证明 从兄中 任取一个元素称之为 因 M 是无穷集合 ， M 

h 

^{ei}. 因此又可以在 i / 中取一元素—般说来，如已从 
W 中取出互不相同的元素 


6 2, 


则从 f 为无穷集合知见一 {A, e 2 ，…， e n }^0. 因而可以在 ilf 

它自然是不同于 a , 

的任何一个的.这样，根据归纳法，我们得到一个由 iif 中互不相同 
的元素组成的无穷 序列： 


{〜々，…，以中取一元素 


,e ft 中 


n+ 1> 


w 氤， 


显然 71 /*= (e u e u 


••} 是 M 的一个可数子集. 

定理合的基孝. 
定理2^可数集合的子集如果不是有限集合 ip 定还是可数 




np 


集合 


证明设^^是可数集合他的子集.如果不是有限集合 

n • 

劐由定理 1 , M * 有可数子集 3/**. 于是 Jtf** 〜況 
从而由 B^nstcin 定理后的推论1,见 

定理 3 若 J 可数,5有限，则可数 


，即 见* 也是可数集合 


证明若则 = 当然是可数的.若 S 不全包含 
于乂内，令 B*==B-^4, 则是一非空的有限集合.设其元素为 

既然 j 是可数的，可以将其元素排成无穷序列的形 


…， 


式，即 


•}• 


A={ai f a 2 r ^ 9 




9 


于是•的元素便可排成 


bi 9 b u …， b 


这样一个无穷序列的形式.所以 AUS 可数 
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定理 4 若 S 都是可 数集合 ，則 4 U 及是可数的. 

证明令俨—儿由定理 2 , B * 或为有 限集合 或为可 数 
集合,如果 S * 是有限集合，定理3说明 A \ JB = A { JB * 是可* 的. 
如果是可数集合，则可将其排列成无穷序列 形式： 〜 




同样2也可以排为 




^ AUB ^ A \ JB * 便可！# 成: 


b \ 9 a tp bz f 


: **♦ 


• t 


•， 


nf 


这样一个无穷序列，所以是可数的， 

7 _ _ 

推论1若 •••,‘ 的每一个都是、有 限集合 或可数 集合， W 

n ▲ 

一 - . ■ V * 

( jA , 是有限集合或可数集合，而只要其中有一个隼不蒼翁限的, 

i ~ 1 二 ‘ 


^\\ J A 

i = 1 


,就是可数的 


定理5如果4 = 1,2,3,…）的每一个都是可数無 


r-l 


也是可数集合. 


则飕可 

/ 


证明 ^ A \ — A\ f = 


都是有限或可数的.因此可排成无穷序列形式 


4_ 


i4t = {o M ,Ol2,— , 


«• 


U ， 


各 >2) 则可排成有限序列或可数序列形式 


( a “，…，0*〜}或0*<1， 0 «，…， An ，* — 
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于是 LJJT 中的元素都可用 hi 两个正整数编上号 

i =1 i — I 

oo 

U 為={〜;）=1，2, …， 

i = l 

令〜 对应正整数 2 f 3' 当 O 和 i ’， y 不完全相同时2 < 3^#2 </ 3^ 
(正整数的分解 定理〉 ，所以 G 為和全体正整数构成的集/合況的 

气 r 1 

i = l 

n 

s 

s 

• 

oo oo 

一子集对等.而為 c ( J 木，所以 | J 木是可数的. 

i = 1 < ■=! 

定理》全体有理数构成一个可数集合. 


i 或 ) = 1,2,3,…； i = l ,2,3,."}. 


m 


1,2,3,…，则次都是可 


u 牵是可数的，从 

=1 


数集合，所以全体正有理数构成的集合 Q 


而全体负有理数构成的集合 CK 也是可数的.于是全体有理数构 
成 的集合 Qo ^ QJUWUQ ^ 也可数. 

应该注*，有理数是在数轴上处处密集的，即数轴上的¥小 

可是可 


区间中都 

数集金，能和全体正整数 g 作成的邡样稀疏的集合 n 对等:/这个 


表面看来令人难以置信的 事实说 明我们在判断一个集合苯香可数 

— - - -------- :一 

时应该 

定理7如果2是一无穷集合， B 是一可数集合，則 -4 U 5 


〜 Z 


证明由定理1, 乂含有可数子集则4 

=(7 LM %4* nc =0, 又 


A[JB=A[J(B-A)=C[)A*U(B-A ) 9 
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Cf](A*U(B-A)) = 0^ 

■ 

注意肀〜 4义（石— (定理 3 或定理 4), 令<7中 i 点与自己对 

H -V 

应，从上面4与 / U 的分解式,便有 A ^ AUB . 


习 


1. 证明平面上坐标为有理数的点构成一可数集合. 

% 

2-以数直线上的互不相交的开区间为元索的任惫集合至多含有可 数多 
个元素. 


3. 所有系数为有理数的多项式组成一可数 隼合. 

4. 如果 /( 的是（一 oo,oo) 上的单调函数，則 /Or) 的不连续点最 多有可 


数多个 


5. 设乂是 一无穷集合.证明必有使 ，〜』 且4 一， 可数 • 

若乂为一可数集合，则 a 的所有有限芋发构成的集合也是_集合. 
7. 若乂是由非蛻化的（即左右端点不相等的）开区间组成的不可数无 
穷集合，则有 <3> o 使4中有无穷多个区 rf 的长度太于 

8-如果空间中的长方体 


6 


* 


中的 a !， a 2 ,6 1 ，6 il ,£? 1 , c 2 ( a 1 < a 2,6 1 <6 


都是有理数，则称 J 布麥，雜 


方体.证明全体有理长方体构成一可数集合 


不可*无穷集 

在§ 2中我们已证明 [0,1] 闭区间 上涵点 所构成的集奋虔； 

能和全体正整数所作成的集合 N 对等的 （ § 2定理 1), 这潮说砂, 
1] 是一不可数的无穷集合.由于对等矣系具有传递性，隹樹 te 与 
[0,1] 对等的集合也一定是不可数无穷集. 

通常我们用 a 或心表示可数集合的基数，称为 可数塞蜜， 而 
用 c 或 w 表示 [ M ] (以及能与 [0,1] 对等的集合)的基数，称为违 

数.综合彡2定理1和§3定理1便知 
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分别和 （ o ， i > 中称 


如果我们令 [ o ， i ] 中的 o ， i , +， 


« • 


•夕一， 


i » * 


2 




，…对应，而将[0，1]中其余的$ 和(0，1)中的陳 

h i 

' L - 

♦ 

_ 

•V 

对应，则得到 [0,1] 和 (0,1) 之间的一个1 一 1对应.因此_(0，- 

1) 的基難 P 样也是 

"" 定理1全体实数所作成的集合 R 1 的基数是 

证明因为 


71 


X 


C 




JT 


7t X — 


2 J 


是 (0,1) 上的 X 和 R 1 上的 g 之间的一个 1—1 对应 

定理2只要 fl <6, 开区间(心6)的基数都是(? 

证明因为 


oc — a 
■ ■ ■ ■ 

b-a 


是 ( a ，6) 和 (0,1) 之间的一个 1—1 对应. ，…勺: 

推论若 a <6, 则 ( a ， 6)， [ a , &]，[>>&)， ( a ， 都畢義有泽续 

基数 c 的，同样 ( a , 00), O , oo ) 的基敬也都是 

如果涔 （i = 1,2,3, …） .都 是基数小于或等于 c 的集: 

QO 

|| u A i 的基数是 


c 


合，氐其中至少有一个的基数等于匕 


C 


证明不妨设令 


— U 冯 g > 2 )， 

i = 1 

DO __ ,- 

0 且 u = U 』*• 由于所以 a 

<^=1 <*=1 

< c . 注意[卜 m ) 的基数是 c , 所以应有 使 4 卜 


At^A i 9 A ： = A 


mAtn^= 


r 



耵. 设％是光和圮之间的一个 l — i 对应关系.定义 

< pi x ) = ( Pi { xS ) 当 x ^ Af , i = l ,2, 3, 


ft • * 


易见炉便是 u # 和 u 对 

i «1 i ^ 1 

OO oo 

♦- ( jBfC [0, oo ). 另一方面 [0, CO) 〜 AC 

i —1 i^l 


之间的一个 1 一 1 对应关系.因而4 




P 


: Bernstein 定理便知4〜[0, oo) 

平面上单位正方形 :0<:r<l,0< y <l 上的点所构成 


证完 


A 




H 3 

鄉点集&的 基数是 

证明 对于任意 (ar,y)eA 我们将表成无穷小数 


C* 


0 


r=0.aiO2 ***, y — OJbxbz 


-并限定在上述表达中不准出现从某一位以后各位数字全是零的形 
:式，则这种表示法是唯一的.令 


3=0.Oi6ifl2 & 2***^ 


HIJ 显然 2 是 ( 0 , 1 ) 上的一个点,并且上述表达式中也不会出现从某 
^位以后各位数字全是零的情况.我们令 Or, 30和这个 s 对应.如 

果 (A 〆)是及中不同于 (A JT) 的点， 


ar / = 0.ojfl2**s y t = 0.b[bl … 


哪】必有某一乙使化或％ 于是 


z f = Q M \ b [ a r z b f z - 


就不可能各位小数都和2 = 0叫6 102 心…的相应位小数相同从而 

这表明上述对应是沒到 （0,1) 的某一子集 Z 上的 1—1 对 


应，另一方面《的子集 ^ = y )；0< x < l 9 产 "7T 卜 (0,1). 所 


:以由 Bernstein 定理便知沒〜 （0,1). 证完. 

► ■ 

从定理4便可立即推出整个平面上的点所构成的点集的基数 
也是^其实仿照上述证明还可证明任意维空间中全部的 
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点所构成的点集的基数都是但切不可认为不可数无穷集合的 

* i 

基数都不会超过下面的定理5告诉我们，不可能存在一个最 

大的基数. 


定理5设 Jf 是任意 的一个 集合,如果用 i 表示淑 的 全体子 

M 

集构成的集合，则 

证明 I 能和 i 的一个子集对等是显然的.这只要 

令^ / p ^ UW ; : reif } 就可以了.所以我们要证明的是簷不可能 

和 淤对等. 用反证法.假设财〜则对于每一 0^见，都应有 

M 的一元素，亦即災的一子集尨 a 与之对应.我们令 

M*= 

w 是射的子集，应属于从而应有 eew 使•现 

在考虑#与^^的关系.如果则由 I * 的定义 
- f ,矛盾.但如果说则由 * 二 il / u 又应有 a ^ M* f 

同样产生矛盾.可见财〜 i 是不可能的.证 

如果 M 是一个包含》个元素的有限集合，则通过简单的计算 
即知 J 是一个包含 2" 个元素的集合，即 7( = 2^^, 推广这个 
事实，我们对 M 为无穷 集合时 ，也可将 i 的基数记为 2 S . 于是定. 

理5是说: 2 % > M . 


JC 


习 


I. 证.明[3, 1] 上的全体无理数构成一不可数无穷 集合. 

2* 证明全体代数数（即整系数多项式的零点）构成一可数 集合，进而证 
明必存在超越数. 

3 _证明如果 a 是可数基数，则 2a = C . (提 示： 一方面对于正整数集 N 的 

< Pa («) = 1, n ^ A ； 

< Pa (}0 =0,当 n ^ A . 

Va ( D < Pa (2) - <(0 f 1). 另一方面，对于任盘 M( 0 ,i)， 考虑 (0, 
中的 fj ■理数集於 0 的子集 A x ={ r \ r^ f r ^ 0 }. 再用 Bernstein 定理 .） 


任意子鬼4考虑 Z 的示性函数 < p A ( n ) 


及^ 



4. 证明如果 ，则木 B 中至少一个为 c .= 

5. 设尸是 [0,1] 上全体实函数所构成的集合，证明$ 
dc ：[0， l ] 的示性函妙 及尸 中元素的图象，应用 Bernstein 定理, ） 


(提示:考虐 


2 C 




^ 26 


第二章 n 维空间中的点集 


因为我们要研究 n 个自变量的实变函数，所以有必要对 n 维 
空间中的点集理论有所介绍. _ 

所谓《维空间 R ", 我们指的是由《个实数组成序数组 

) 的全体所作成衡集合 
点 .对于中任意两点 


中的元素称为 R " 中的》 


(怎1,疋2, 


•♦a ： 


■癰 


x n ) f Y = (心 ，仏 ， …， yj 


之间的距离 P ( x ，; r ) 定义为 


1/2 


P ( x ， r )= 一穿‘ > 

M = 1 

显然对于 R ” 中任意的点 r=(jr 

名=0!,2*，一,2„)，恒有 

( i ) p ( x , r )> o 并且 〆 x , r ) 在且只在即 

<i = l ，2, …,; 0时为零； 

( ii ) p ( X f Y ) = p ( Y t X ); 

( iii ) p ( X f Y )^ p ( X , Z )-{- p ( Z , Y ) (三角不等式 )• 

从三角不等式立即可以推知 P ( X , r ) 是 ( z , r ) 的“二元”连樂 
函数，即当 /)( U )— o , p ( r B , r )— 0时 p ( x n , r „)-> p ( x , r )_ 

对于 R n 中的定点 X 。及常数<$>0,称 R " 中到心 点绅钜 St 
小于 <5的点的全体所作成的集合为以叉。为心，以3为半径的邻 
域，记为貿(叉。，幻.当没有必要指明叉0和6时，就简称之为一 


,Vn) 


騫 ■鼉 


1 9 S2f 


邻域 


对于 R 〃中的点集 Jf , 如有常数 X ，使对于任意又 
^ x n ) eM f 都有 = … ,》), 则称淑为有 界的. 


2, 
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? 显然见有界的充要条件是有常数艽 '， 使对一切 xeM 都有 o(x 

I 

此处 <9= (0,(),•••, 0) 称为 R « 中的廉点. 

• • 

n 

对于 X = (々，: r 2 ，…， xjeR », 今后用 | X | 表示 p (0), 即 


1 / 


m 气 

\ = 1 


称 为: X ：的横或长度. 


聚点、内点、边 界点、 Bolzano - 


Weierstrass 定理 


p 0 eR ff - 我们乘妍究 p 。 与茗的关系 • 现在有三 


种可能 


第一， 在仏附 近根本没有芯的点，即有邻域 W 。，6) 使 

-^(^0,^) n^=0 ； 

第二， A 附近全是丑的点，即有邻域 iV ( P 。， ⑺ C 忍； 

第三，匕附近既有属子盈的点也有不属于丑的点，即在任 
意以 A 为心的邻域 N ( P 0 ,8) 中，既有 PeE 也有 P ^ E , 此时我们 

称 P 。 为丑的边界点. 

定义1设 EdR % P 0 eR n . 如果存在 <5>0 使以 P 0 为心，以 
^为半径的邻域 N ( P 0 f S ) CE , 则我们就称 i > 0 为万的内点. 

定义2设 EdR n tt P 9 eR n , 如果对任意 <5>0,在以/ V 为心, 
以 <5为半径的邻域 N ( P 0 f d ) 中恒有无穷多个点属于忍， 则我们 被 

称戶。是五的聚点. 

显然五放^必为龙 

:因为还可能是边界点.其次屈的内点一看真于五而龙的聚点则餘 

可能属于五也可能不 属于见 

定义3对于五 CR ", 称丑的全体聚点所作成的点集为五的 

，记为淤.又五 U 及 称为芯 的闭包，记为 f . 


但丑的聚点可以不是丑的内点, 
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定理 1 的充要条件是 p。 为忍之一极限点，即有一$ 

互异的点忍使 〆0 0*400). 

_ 

l^W \ 充分性显然.事实上，对于任意因为 <5>0,. 
故只要 m 充分大，当 »>m 时便有 p ( P n , P 0 ) <<5,从而 

<5)，这样“匕当然还是有无穷多的. ， 

现证必要性. 令& =丄，则 ^>0. 故在 N ( P 0f S n ) 中应有 


无穷多个点托忍(因任选其一作为 /V —般说来，如已 

4 

作出互异的尸(尸。 ,< W,f = l,2,_“,n, 則因丑 r> 

I 

#(h，& +l ) 是无穷集合，故 

I 

迟 r\N (尸0,占”+ 1)— {户1， …， Pfj #0. 

从而可取 P n + i^E f)iV (匕， (5„ + i) —仍，… ，尸 n }， 显然它和 P \, Pi f . 

…， 命任何一个都不相同.总之，我们得到了一串互异的底 

n} > Pi^ ： N(P 0p 6i) t i = l ， 2,3. 


注意 A = 


co)， 故 证完， 

定理 2 若 AdBczR 71 , 则 v4’CZB\ 

证明这是显然的事实. 

定理3若 4 cR B , BcR rt , 则 = 

证明因 4 CjUB,BC：4UB, 所以从定理2, A f d ( AUB ) f y . 
B'CMUB)', 从而 另一方面，设 

则由定理1有一串互异的点匕 G4UB, 使/0(户„,户)->0.若 pe 

，，则 iptm 扪若则^中至多有有限多个属于為其余 
无穷多令都是属于5的.于是再根据定理1知 pesdu 及•这 
证明 （dU^yc^'UB'. 证完. 

定理4 (Bolzano-Weierstrass 定理）若五是 R n 中一有界 
的无穷集合，则丑至少有一个聚点 P (P 可以不 属于幻 • 即^^ 
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=9^0. 


证明 为简便计，我们只就 

：« = 2的情形进行证明.因为五有 
界，故应有常数见，使五包含在正 

方形 IU={(x ， 甘 ); \x\^M f \y\ 

< i /} 中（图 2); 现用坐标轴将 

_ 

I 

玉 0 分为四个小正方形，则其中至 
少有 一个小闭正方形中有无穷多个属于 E 的点.现令这 个小正 
方形为怂， 則 抝的边长为尨 .一般说来， 设已作出了 《个 边平行 
于坐标轴的逐个包含的闭正方形 

恥 =)私3…〕札，五为无穷集合， 

私的 边长为2-* +1 财， *=0,1,2, 

*刺将 札用 平行于坐标轴 的直线 等分为 四个小 闭正方形后,这四个 
小闭 正方形中必至少有一 个中有 无穷多 个属于丑的点，取一个这 

I 

样的闭正方形记为札 +1 .札 +1 的边长显然是于是我扪得 
:到了一串紧缩的闭正方形札， 


图2 




• 4 * 


丑0〕 负 〕札=)…: D/CD 


成是无穷集，» = 0,1,2,3, 
Rn 的边长为 2- + ^/ 


(当 CO ) 


应有唯一的一点以 


曲 Cantor 的 紧缩闭矩形套定理， 


下我们来证明 P 就是五的一个聚点. 

设 JV (/>,幻是以 P 为心的任意一个邻域.因 ( 当 
oo )， 故只要〜充分大便有2_"»淤 CVVT . 于是札 。 +1 的对 
角线的长小子而 札 。 +1 ,所以札 #+1 CiV ( P , <5),从而五 f | 

c #( P ,<5)， 这说 明在# ( P ,<5) 中确有无穷多个属于丑的点^ 


no+ 1 
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Iff 完， 


是瓦的边界点而不是忍的聚点的点称为五的孤立点*显然， 
丑的孤立点一定属于 [ 如果集合忑的每一个点都是孤立点，则 
称芯为孤立集合. 

■ 

_ 

我们来 证明： 凡孤立集合都是有限集合或可数集合.设五是 

• • • 

孤立集合，对于任意 P6E ， 都应有心>0,使 W (尽 26 P ) {P}* 

我们在 W (户, <5 p ) 中取一有理点(即坐标全是有理数的点)记为氏 》• 
当尸】，/> 2 是五中两个不同的点肘，二定有心因若不然, 


= 丑 P 2 , 则 


p(Pt 9 P 2Xp(P 1,及 h)+p (丑尸 2) = 9 Rpt ) ^ ^ 

不妨设 max 于是 ioCPi ,^) <25^,,这说明 

P 2^ N ( P i9 2 d Pl ) f 从而 n 五={尸1, P 2 }. 矛盾::总之，从 

PeE 到 R P 的对应是一对一的.由于全体有理点作成一可數集， 


:所以方有限或可数. 

又及矣孤立集合的充要条件是 Ef \ E ^0 

飞 ■■ 一 ■■"_■- , _ 

如果把=0,则丑称为 显然离散集 合都^ ^集 

合，但合不 集合. 比如在 R 1 中的点集 = 

!是孤立集合但不是离散集合,因为 


0 是 它的一个聚点 


1,2,3, 


习 


1. 证明 P 战 的充要条件是对于任意含有尽的邻域 N ( P ， d ) (不一定 
UPo 为中心）中，恒有异于 P D 的点巧属干忍(事实上这 样的心 其实还是有 
无穷多个) # 而户。为五的内点的充要条件则是有含有尽的邻域 y ( P , (5) 
<同样,不一定以^为中心)存在，使足 

2* 设 R ^ R 1 是全体实数 ，禺 是[0,〗]上的全部有理点，求 E [ 9 E u 
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3_设心 = R l 是普通的邛平面/+浐心1}，求扔, 
4. 设 H ^ R 1 是普通的邛平面 ，仏 是函数 


sm ——, ：尹 0 


y = 


t=0 


0 , 


的图形 上的点 所作成 的集合•求巧 • 、 

^ 证明当 if 是 R * 中的不可数无穷点集时，箩不可能是 有限集 


开集、闭集与宪备集 


在数学分析中我们常常遇到一类特殊的点集,即所谓 s «. 区 
域 D 的重要性质之一是 ：若点 则一定有包含 P 于其内的一 
块平面完全 属于认 因此用我们现在用的术语来说就是 i ? 的每 
一个点 都必须是内点 • 

d 

定义1若集合丑的每一个点都是它的内点，则龙称为开集, 

I 

P 

显然在 R 1 中 (0,1) 是一开集(在 R 2 中就不是 ),[0,1) 不是， 

在 R 2 中 {0 r , y );? + #< l } 是一开集(把它放在 R 3 中来看时，眼 
看作 { 0, y ^)； x 2 + y 2 < l,z = 0 } f 就不再是开集 了）. 

J -* 

又整个 g 间 R 以及空集0都是开集. 

定义 r 若有的凝聚点，则龙称为 


闭集 


显然在 R 1 中 [0,1] 是闭集, [0,1) 则不是 (注意 [0,1) 也不是 

开集)，在 R 2 中 {( n ); P + y 2 < i } 是闭集，又整个空词 R n 和空 

集0以及任意的有限集合都是闭集(注意， R " 和0也是开集)_ 

^^ — -- ■ ■ ■■— - 

定理1 恒为闭集. 

证明设则由§1,习题1,在任意包含 心的银 

■ 

域 I 中恒应有点因为 Aew , 于是又有属干龙的 
PzeN 而 且还可以要求 p 2 ^ Po , 再利用§ 1习题1即得 P 0 eE \ jff 
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f 以是闭集. 

因为 f =^ U ，， 故忍'= WUCEyczE ' UE ^^ Cl , 这 证明 
^ 也是闭集. 

定理2 P 是闭集，则俨是开集;(?是开集则⑺是闭 
证明设心 e 俨，興|| p 0 eF . 因 JF 是闭集，故/于是 
P 。 否 FUF '. 从而应有包的某邻域 W ( p 。, 幻 存在，使 Wo , 
4 ) n 尸=0(§ 1,习趣 1), 即 歸。， s ) ( zf \ 所以 a 塵内 1( § 1, 

I 

习题1第二部分).因^任意，故已证明了 P 是开集 

现设 P 0 e ( G c ) f , 则于任意邻域 N ( P 0 , d ) 中均有无 k 属于 
即 w (/> 0 , 幻不能完全包含在<?中，所以心否仏即这 

1 ^ ； :， . 〆 _■ i 

证明了 ( G ^)' ca . ' 

定理3任意一族闭集之交为闭集. 

证明设尸=门 F (，: F i 为闭# 身釦 c ' 故俨因寧 

" ' ■.. ' ,，：.：:、 

■ 

故， C 门朽（第一章,§ 1,各理4, 




。关系对于任何 A 均成立, 


<3)).但 ，故 


㈣ ， 


= F i Cl f ] F \ df ] F 


=尸 


新以，是闭集. 

_ 

定理4任意一族开集的并为开集. 

e 

证明因为二 


m n -) 


而由定捶 




2及定理3即得. 

W 

定理5 有 限多个闭集之并仍为闭集. 

« * 

证明 显然只要就 两个集合的情 形证明即可， 设厂=杓 U 

P 

都是闭集， W \(^ iUF 2 ) f = F [ UF ^ F l UF 2y 所以 AU 
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A 是闭集. 

定理6 有限多个开集之交仍为开氣 


证明因为0=门门仏 

i = J \\< = I 

定理 5 和定理 6 中集合个数是有限这个限制是必需时: 




而 u 匕= 


(»>3), _ i ^是闭集， 


设尸 •= 上，1 




ill 


W,l) 不是闭集 

4 


而门^^匸一 1 ， 1 ] 

竹龙 1 T J 


不是开集 


定理 7 (Borel 有隈覆麓定理） 设尸是 一有界 闭集, i 是一 
族开邻域， i 完全覆盖了 F (即干尸中任一点 A 恒 有邻域 

xeN ) ,則在 J 中一定存在有限多个邻域 


N U N U …, N 


它们完全覆 盖了沢 

证明下面的证明方法基本上是属于 Lebesgue 的.我们分 
作两步来证明. 

1°先证明存在正数 A 使任 
一 以属于 f 的 r 为心的3邻域， 

〆 

都将包含在某一个属于 i 的开邻 

域内. 设不然，即没有这 样的正 


数心则于任意正整数《，士都不 


能取作因而必有使 
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不包含在任何属于 W 的开邻域中.由于 f 有界 

CF 自然也是有界的.如果{%}有无限多个不同的元素，則* 
Bolzano-Weierstrass 定理，有聚点 a：。, 如果 {〜} 只有有限多+不 

同的元素，则至少有一个点办出现无限多次，因此无论如何，总有 
{^}的一个子叙列{%},使〜广❼，注意^是闭集，所以 x 0 6F. iff 

I 

Jt 覆盖尸,因此有 NGM ， ar D eiV, 设 N = N ( y 0f n ) 9 則有 r/>0 /依 

N ( x 0 p 7 j f ) dN ( y 0f 7?) (图 3), 注意气十 r。, 所以可以取〜充梦大 ,仗 

% 

■ 

I 

〆、， ar ° )< V^" < ^ 于是及 (〜 •，6) 

e ^. 这与的定义矛盾.这证明满足所述要求的3是存在 
(这个正数 <5,通称为 Lebesgue 数). 

2°因为，有界，我们可以用平行于坐标平面的超平面 将及分 

k 

I 

成有限多个小块,使每一块中任意两点的距离都小干 A 设这些小 

• • 

■' ； 

块是心,… ， 在每一尺中任取一点作 A 的3邻埃 
N ( x ip d) p 则应有 N^Jl 使 JVXa?i，<3)C ：2^. 于是得出厲_ 


N 


汰 n ， 


<ZN(x 0 ， rf)<ZN(9hTi> 


t N m . 显然 F = UAc ： Ui ^. 证完. 

I 

_ . 

如果一个集合芯的每一个点都是它自身的聚点（即没有 it 立 
点),则及就称为自 密的， 特别是自密的闭集称之为完 备霉,写出来 


有限多个开邻域 


就是 


定义3若丑=霣， W 龙就称做宪备集合. 

显然空集0是完备集. 

表面看来,既然一个完备集合一方面是闭集,而另一方面每一 
个点又都是凝聚点，似乎它就会铺满空间的一小块,但是这— 

错觉,下面的著名例子说明根本不是这么回事. 

例 （ Cantor 集合)将封闭的区间 [0,1] 均分为三段 ，删 去中间 
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的 开区间剩下两个闭区间卜 f j ， g，l U 图4>又 把这两 
部_都 均分为三段,删去 中间的两个开区间,即 

， . r _ i 

鉑此继续作下去，自然有些点是永远刪不去的，例如 j 和~|以及所 

#被^ 去的开区间的端点就是这_的点，所有永远删不去 的点所 
$成的 点集女就称为 Cantor 集合， 

V 现在我们$证明 Cantor 集合亙是一完备集合 






T 


1。万是一闭集，即， C 尽事实上，设4是所有被刪丢的点 

锋成的集合，则^是可数多个开集(开区 ia ) 的和，所以是开集艏 

集議 


龙=[0,1 ]- 义= [0,1] n 沦涕一章，§ 1习题 2) 故 芯是闭 

t 定理 S ). : ： ' 


2°万是自密的，即及 C ，， 首先我们注意在进行第一次删去 

p I- _ 

手续以后所余下的两个闭区间的长度都是 I ，进行第二次删去手 


幾以后剩 下的四 个闭区间的长度都是 A ， 一 般说来在进行次刪 


去手续以后，所余下来的2胃个闭区间的长度都是 

<«，夕)是包含 a 的任意一开区间，令 d = min { a ： — a ，0 —; r }， 則 d > 

- "t 

0,故只要〜取得充分大便有&既然$是永远删不^的点, 

沈 也应该厲于 删去心 次以后所余下的某一个闭区间中，设这个闭 

、 -- 

E 间是仏,则 n 0 C ：( a ,/5 h 于是它的两个端点也应该在(％多)中, 
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但它们都 是属于 丑的点，所以 ( a , 泠）中 至少有 一异于 ar 的点属矛 
尽这证明* e ，(§ l , 习題 1). 

总结 1°和2%我们已 证明； Cantor 集合 是一完 备集余纟伹是: 
它显然 不能包含任何区间，即对于任意 O , 存],恒有苽 


尹0 


一个集合盈， 如果它的闭包忍不包含任何邻域，_称为是笨 

Cantor 集合便是直线上的一个无处稠密的完备集. 

Cantor 集合在对许多问題的讨论中都有用处，因为它有许多 

很“奇特”的性质.可以用来举出种种反例，破除许多似是而非盼 
错觉.现在大家不妨来计算一下在作 Cantor 集合时所去掉的那 

些开区间的长度的总和,便会看到那是1,即和 [0,1] 区间 的长度 

_ 

一样，那么剰在 Cantor 集合中的点是不是就很少了呢 f 我们在下 
一节中将会看到，完全不是这样, Cantor 集合的基数竞然是连楽 

Camor 集合中点的“个数”是和 [0,1] 区间中点的“个 




基数 


数” 一样的 • 

我 们已知 R ” 中开集的余集是闭集，（可数多个)开集的并 
集还是开集，有限多个开集的交集还是开集，而可数多个开集》 

交，则不一定是开集了.如果点集丑是可数多个开集的交，则我 ffl 

_ 

就说 E 是一 仏集. 易见可数多个$集的交还 是仏集 ，不 过可數 
多个仏集的并不再一定还是^集了，所以我们把能表成 可数多 

/S 

个仏 集的并的点集称为集,依此类推，还可定义集等等. 
如果从闭集 出发， 我们可以定义能表成可数多个闭集的并 的点集 
为匕 集， 能表成可数多个 A 集的交的集合为/^集等等.如果 
我们用 沒表 R ” 中全体开集，则上述这些 集合都是 可以从没中 
元 素出发 ，通 过作取 余集，作可 数交， 作可数 并等手 续而作出来的 

集合.通常我们把由沒所产生的， R ” 的子集的 ( T - 域穸 (绥〉 记为 
激 ( R ”) 或涊. 称为中的 Borel 集类,而激中元素，则称为 IT 
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中的 Borel 集.开集、闭集 、虼集 ，仏集等等都是 Borel 集.由定 
义即知 Bord 集的余集、可数交、可数并仍为 Bore 〗 集.于是 rr ^ 

1集的上、下极限也都是 Bofel 集. 

虽然 Bortl 集合类是一个相当广泛的集合类，我们常见梅点 
集儿乎都是 Bord 集,但是确实还有许多不是 Borel 集的点集.不 

遂要 讨论这个问題，已经 jg 出了本课程的范围、我们只能在这里指 
，出这个事实而不给出进一步的论证了.好在在第三章§3中,、 

* 们貌会见到一个不是 Bwel 集合的点集的例子的. 


1. 证明点集尸为闭集的充要条件是 

% 

2_设 / Or) 是 (一oo,oo) 上的实 值连续 函數， 证明 对于任意常数 0*{ 科 

7<的>的都是开集，忙; /Oc)>a} 都是闭集. ： . 

% 

3. 证明任何邻域 jv ( p , 幻都 是开集而且^757= {产； p ( p '， p )<3}. 

• • 

<及通常称为一闭邻域 .） 

4. 设 A 是一有限闭区间 ，心 (n=l, 2,3 ，…） 都是 A 的闭子集，证明如果 


n 

■,i 


，使 

A vl 

5. 设忍 <= R \ 4 是一族完全覆盖忍的开邻域，則有 々中 的可敗(或有限〉 
# 个邻域 …， N m , …它们也完全覆盖了丑. (Lindelof 定理） 


0，则必有正整数況 




中任何开集 G 都可表成 G= \ jl { r ] 的形式，其中八 10 

i^i 


6. 证明 


仍尸 = (1, …， n } 


7 . 试根据 Borel 有限覆盖定理证明 Bolzano-Weierstrass 定理 

8. 证明 R " 中任何非空开集的基数都是 c 

9. 证明对任意五 cR % 彦都是 R n 中包含五的最小的闭集 

10. 对于在 R 1 上定义的实函数 / Or ), 令 

= sup 


■ 


征明对任意 e>0,{o:;a>(/,:r)> £ } 都是闭集， 进 而证明 /U) 的全体不连续点 
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作成一 ^集. 

_• .. 

11.于 EczR n 及实數 6 T . 定义 aE = {( ax y$ …， a '); O ,， … ，尤 n >€/?} 

s ■ I 

• • 

证明当忍为开集时 a 月为弁集，当亙为闭集时/芯为闭 集/ 

■ 

3 2. 设 /( P ) 是定义于化上的实函数，证明 /(?) 在 R ” 上连续的充要 

糸件是对子 R 1 中任何开集都是桫中妬并集. 

上的实函數/ V )称为是下半连续的，如果对任兹都有 
i ( P )< liminf/«?)^lim (inf f ( Q )\ 证明/(尸）下半连续等价于对任意 


身 


]3 




0 濤， 


:实数都是 R « 中的闭集，也等价于 {( P ， y ); P € R % f ( P )< y } 
是中的闭集 . / 

14. 设皂 S 是 R ” 中的有界闭集 ， o < A < i ， 证明 、 

A 4+( l - …， h ), 有 (y 

(*” … ，名 _)€5, 使 :^ = 义 3^ + (1 — A) 名 ‘，£ = 1， ."，》} 

戈有界 闭集.举例说明当 i *, B 无界时，— 可以不是闭集 




* • * 


P 进位表徵法 


为了今后的应用，我们来介绍 J> 进位表数法，此处 P 可以是任 
意的大于1的正整数 


cf 


ci ci 


ci 


0 ^Co 


ci a c\ * cj 

cl ci fci 


1 = C ] 


5 




设 z 是任意一个小于 i 的正实数， 

今点，现用分点 q=0, 仍, C], …,^,,^=1,将闭区间 [0,1] 均 

分为》段（图5是的情形)，若 r 不是分点，则应有唯一的一 

小段 nCU 包含是一个不大于 ？ 一 1的整数可能为 

心)，此时我们就说 a 的第一位小数是如果 a^C!(0<i<y) 是 
一个分点,则包含$的小段就有两个,即 CG 和 zc \, c\ + a 
芳?以此时 ® 的第一位小数的取法也就有两个，即 i — l 和 i, 我们 
称取 ai = i - l 时为第一种表示法，敢 A = i 时为第二种表示法. 
现设已取定了一种，于是又可用分点 C?, …， C?.,, Cl 

C l ai . lf 将区间均分为 p 等分.仿照前面的办法，我 


是开区间 (0,1) 上的一 
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们定义 ^ 的第二位小数为当然如果 T 不是第一次分割时的穷- 
点，但却是窠二次分割的分点，则在定第二位小数时,又应该有两 

. , Y. l _ 

种表示法.而如果 T 是第一次分割时的分点，即^ =巧或 CW 

I 

n 

x 还是只能属于唯一的一小段，因此它们的第二位小数只有一个 

■ ^ 

取法,并且在(即定第一位小数用了第二种表示法时)，第二 

位小数 a 2 必须为0,并且以后各位小数也永远是0;在 ：r=C} 时 

• • 

I 

(即定第一位小数用了第一种表示法时)，第二位小数必为 P-U 

I 

而且以后各位小数也永远是1»—1.继续这个手续，如果 * 永远: 
不是分点，则 ‘ 




表不法是唯一的，如果 r 是第办次的分点，而不是第々一1 : 次的分- 


点，则 


^位以后均为 1) 
(* 位以后均为 0) 


( p — 

0*a 1 a 2 --fl jfc . 1 (6^ + l) 


(*> 


0 


有两种表示法， 

_ 

注意要$为第次分割的分点，必须且只须^可以写 


^(0<m<〆) 的形式，故我们得出结论 :对于 (0，1)上的每一点 a, 
如果 (0 < m <浐)，则 W 可唯一地表成 J> 进位无穷小数的; 


V 


形式 


x = 0.aia z a^^ p 


而如果 T 是 g 之形式，则它就有两种表示法 


V 


到现在为止,我们的多进位表数法还并没有完成，因为我们还: 
不知道是否任意一个由小于多的非负整数作成的“序列” 


0.ai« 2 «3 




也都表示一个 (0,1) 上的点，而且当它不是 0) 式右端的那种形丈; 
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财这种对应是否还是一对一的，即不同的“序列”必定对应不同的 
点，但这显然是对的，因为对于任意一个序列(**)，我们总可以按照 

出现的次序，从我们上述的区间分割过程中挑出一串 

I 

逐个包含的闭区间来，它们的长度 ^4— Ob — 00 )， 故由 Cantor 的 

P 、 

:闭区间套定琿，应有唯一的一点$属于所有这些闭区间，显然与 * 
对应的无穷“序列”就是(〜)，故 〃 


1, a 2f 03, 


参睿 4 


£C ~ 


而且如果不是 (*) 式中右端的那，种“序列，则所挑出的鄱一串 
闭区间不会从某一个以后所有的闭 E 间都有一个共同的端点，因 
此与 (**) 对应的 t 还是唯一的^同样，茹果 0*) 是 (*) 式右嬙那 

种形式,则它所对应的点躭是菩形式的，同时对应就不苒是 1一1 


P 


对应 


如果 p = 10, 则所有〜都是由数字0,1,2,…，9作成的，得出 

的就是普逋的十进位表示法，如果 P =2 ，则〜 或为0或为 f ; 这就 

.是二进位表示法. .. 

■ • J 

大家在学习前一节的 Cantor 集合时，或许会产生一个问题, 

r 

别5些永远去不掉的点到底是哪些 点呢？ 甚至还会怀疑是不是最后 

' r W 

;就只剩下那些分点了 f 如果我们对于<0,1)上的点使用三进位表数 
法,则这个问题的解答就变得非常明显了，因为作 Cantor 集合时, 
每次都是把区间分为三等分，而去掉的是中间那段,因此去掉的点 
在用三进位表示时，必然出现1这个数字，反之任意一个不是分点 
的 A 如果它的三进位表数法中有1^个数字，则在经过若干次删 
去以后， a ; 必然在被删去的区间里边，即$不属干 Camqr 集合, 
新以 Cantor 集合就是由0, 1以及 (0,1) 上的所有那样的 ar 组成 

狗，它们在表成三进位小数时不会出现数字1 (当然对于那些有两 
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种表示法的分点，要适当地选定表示法，•才離使其中不出现鹈字 


1 ), 


如果我们再利用二进位小数法将 (0,1) 中的点表成二进位 /Jv 

p > 

■ 

数，则不难看出 Cantor 集合中的点是可以和(0, 1) 1 — 1 对应起来: 

■ 

的，所以它具有连续基数，这也就说明了 Camor 集合中不是只有 
^些分点的，因为全部分点显然作成一可数集合. 

定理设奶代表所有由0,1两个数字重复排列而成的序列;_ 

则迟〜 (0,1). 

证明如果我们将 (0,1) 中的任意 a ; 用二进位小数表出, 

- .L .. 

确实 每一个 $都对应由0,1重复排成的序列.但是这种对应不是: 

- ■* 卜 I 

■ 

一 对一的，因为每一个形却 g ■的数都有两神表示法，因此对应两: 

个这样的序列，现在我们约定只用第一种表示法,于每个1> 

■ 

就对应于唯一的一个由0,1重复排成的序列.现在我们将对应于- 
删去了的二进位表示法的那些序列以及序列0,0,0,…和1,1,1, •… 

作成集合 A 则7自然是可数的（因为所有形如^的数组成可歎: 


2 


集合)，而与 (0,1) 的对应已经是一对一的了，所以 

、 必一 3 T 〜 （0,1). 


于是若 #={1,2,3, …}，贝 fj 


迟= ( 您 一 T ) UT 〜 （0,1) I )见 

但由第一章§ 3定理7,(0, 1) U 汉〜 (0,1) •故奶〜 (0,1). 


习 


1. 证明由 （0, 1) 开区间中的实 ft * 组成的实数 序列的 全体作成一基 fc 
为 C 的集合.进而证明由任何实数组成的实数序列的全体所作成的集合你 

基数也是八 
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2. 证明区间 [0,1] 上的全体连续函数所作成的集合的基数是 C , 同样 
3：0,1]上的左连续的单调函数的全体所构成的集合的 基数是 c . 


§4 一 维开集、闭集、完备集的构追 

■ 

本节专门讨论一维空间，即数直线上的开集、闭集及完 备集的 
结构.在本节中 ，一 切点集都是一维空间 R 1 中的数集，不再逐次 


声明 


定理1任何非空的有界开集都是有限多个或可数多个互不 

W 

相交的开区间的并.这些开区间的端点都不属于这个开集. 

证明设开集—血,淑)，对于任意 area 因为开集, 
教有开区间0*,右),使 ze ( a ,々) cG . 令足 > ={3^百没,*<«}.显 

然瓦是非空的且以 a 为一上界 .记仏 的上确界为则 
雨且 a ' eo , 因为若 veG , 则 c > o 充分小时 (《'— qi + dciG 1 •而 

w 是 A 的上确界，所以应有 料■使 定义 

㊉ G ， 与 i + e ) C ： G 矛盾. 可见 a ' 百 G 必然 成立.但在 

_ 

之上是不能再有点 不属于 G 的 ，故同样地，我 
们可以适当地放大々成如果有这种必要的话)，使 (&, 

■ 

心 〆 ,这事实上是说将 ( a , 々)尽可能地放大，直到遇到不属 

于 g 的点为止，如果以夂表示这样得出来的包含$的并区间知^ 
jn , 则显然，对于不同的点或者八=/ 〆 ，或*忍 no = 

r 

0,因此由第一章§ 3习趣 2 即知{/,}, 6<? 中至多有可 3 Bc 多个彼此 
互异的开区间，设其为 


I\plz 9 hf •** 


则显然 GcIjA ( 

i = x 

m 

又有 （?：D U 于是 U f i( m : 有限或°°). 

< =1 i~i 


有限或 00), 但另一方面 G 二^恒成立，故 
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定理 2 设 F 是一非空的有界闭集，則 P 中必有一最大点（最: 

I 

大数)和一最小点(最小数). 

证明因尸有界，故有尨使 kKi (^ F ), 从而 

I 

- ■ 

x^M ( x eF ) , 

即所有^作成一有上界的数集，设 J « 是它的上确界，则要证 P 有最: 
大点只须证明 fieF 即可.因为 M 是上确界，故于任意 e >0, 恒有 
:好使 卩 - e ， 若 则 fi 6 F , 若 则这说期 A * 

于是也有所以 p 中有最大点已得证。类似地我倘宵以证 
明歹中有最小点 K • 

定理3设尸是一非空的有界闲集，则尸是由一闭 E 甸中去 

掉有限个或可数多个互不相交的开区间而成，这些开区间的端点. 

■ 

都还是属于，的 • 

• 证明由定理2知 闷，故 
k ■ L 
— — — F= (V,/i ) 门俨 

; , f 

_ J 

是一有界开集因此由定理1知是有限个或可数多个互不梅交的1 

) 

弁 k 间的和 ， U a , 这些区间的端点都氣不属于沒的:,0此》 


于凡又故 


—G=[v,p]— \J / # (w: 有限或 oo) 

' f — 1 


定理得证 


定理 3 中所述各区间，通常即称为 F 的邻接区间. 

因 为有嗅土惑可数多个开区_并一定是 开集， 从闭区间护 
去痦肴 p 艮个 i 可数多不后,所—定是闭集:故 

. .. ..〜 - U ^ I - 

色经完满地解决了线性开集和闭集的结构的问题， 

定理4非空的有界闭集 F 是完备集合的充要条 件是： 
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从一 闭区间 [>， 幻 中去掉有限个或可数多个彼此没有公共端点且 
与原来的闭区间也没有公共端点的幵区间而成.这些区闻的端点 
都是厲于妒的. 

证明根据定理3及上面所作之说明，要证的只有这些区间 
艰此没有共同的端点，伹这是显然的，因为去掉的这些区间的端 
点都是属 于沪的 ，所以 zeip 是孤立点的充要条 件是： 它是两个被 
去掉的区间的共同端点,或者是1>,6]与某一个被去掉的区 梅的共 

同端点. 


习 


1. 证明全体有理数所构成的集合不是集，即不能表成可数多个开集 


啲交 


2. 证明 [0,1] 上全体无理数所作成的集合不是心集， 

3 . 证明不可能有在 [0,1] 上定义的在有理点处都连续在无理点处都不 
连续的实函数. 


证明 Ri 中全体开集构成一基数为 c 的集合.从而 Ri 中全体闭集 
也 构成一 基数为 c 的集合. 


4 


点集间的距离 


现在我们还是回头来考虑一般 n 维空间 R n 中的点集. 

定义设木 B 是 R •中两个不空的点集，我们定夂4和 J 5 之 

涧的 距离为 


p ( A , B ) = inf { p ( P t Q) ； PeA, QeB}. 

如果 3 是由唯一的一个点 P 所作成•的单点集，则 X 和 B 之间 
酌距离也称为点？到点集 B 的距离，并直接记为即 

p(P,B) = p({P},B) 

=in{{p(P f Q);QeB}. 

显然对于任意两个非空点集皂 B 都有 p ( j , 5)>0,并且如 
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M ： Af ] B ^0 9 则 pC 4, B )=0. 但是 〆 = 0 并不一定 jflF " 

#0. 例如欠 =(— 1, 0), 及=(0，1)时, 但是最 然: 

p ( A y B ) =0. 

定理1设4 5为两个非空闭集，旦其中至少有一个密界* 

則必有尸乇為 丑使 


p(P* f Q*)=P(A P B). 

■ 

证明我们假定 j 有界， / C ：/?={ P ; 


}. 因为 P 04, B ) 是数集 { p ( P ,0} 的下确界，故子正数士， 恒有' 


{ p ( P ，0} 中的 P (~ 仏)使 


^ p(A 9 B)^p(P n , Q n ) < p (A-B) 4 去 


此处 P n ^ A 9 Q n eB , 于是得到一个序列 

(PlfQl)f ( 户 2 ，认 ) ，…， (Pnf Qn) $ 


因为 2 是有界的，故单看点列 


^ 1 > ^ 2 # Pzf … ，心， 


时或者是由有限多个元素重复排列而成，或者是一无穷有界集，所 
以总可以从中挑出一子序到土 > 


，尸》 〆 ••， 




鲁#着 


使它和某定点的距离趋于0(§ 1,定理4与定理 1), 即 

00400), 注意』是闭集,故还有 P ^ EA . “ 

■ 

现在我们再来看与{\}对应的那 些分作 成的子序列 " 


Qn i9 Qn 2 p …，队 * …， 


因为 


p(Qn h f 0)^p(Q ni , P nh ) +p(P nk ,0) 


^p(A,B) + 一 + VrT^ 


n h 
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-\- X r 

所以也是有界的，此处 o 是 （ o , 0,… ,0) 点.于是和 Pi , P *, "V 

. .1 

一样,也应该有一个子序列{分\ } 它与某定点之距离备 

向于0,即/0((^ 0( i — CO ), 又分 *6 B , 但是{/\ }为{\} 

I i 

之子序列，故 i—W 时 P ( P nii 从而 

I 

P(A,B)^P(P\ Qn<P(P\P nit )^ P ( Pn h , Qn h ) 

< i f 

+ P(Qn k ^)<P(P%P nk )^P(A 9 B) 

i i 


Pn , 


+ fHQn k fQ ^) 

% 

w 

% 

- • 

( i -> oo ) # 

s 

I 

所以 〆 i 3 *, 俨） = PC 4， B ). 定理证完. 

定理 2 设丑是一点集, rf >0," 是所有到五的距离小于的 

点尸作成的点集，即 




p ( A f B ) 


U ={ P ; p ( P 9 E ) < d } 


则 f 是一开集，且"]尼 

证明 留作习题. 

定理3 ( 


) 设 A , A 是两个非空有界闭集， A 

11^2=0, 贝 IJ 有开集 G u 0 2 ^ G ^ F , f G 2 ^ F 2 y G ^ G 2 ^ 0 . 

证明 既然 aha =0, 从定理 1 便有 r 二0(心，/^)>0,令 




仏= 尸； p ( P , 尸 o < 士， 


^2 = wJ P ( Q，F 


则由定理2, ‘ A 都是开集, AIDA , G 2 二) F 2 , 现证仏门(? 2 = 0. 
设不然，即有 P *^ G x (\ G 2 t 则从乳 G 2 的定义,应有点 P X ^ F U Q,e 

使 



p(P^yP 1)<C"jr, p(P^ f Qx) <i— 


2 


于是 


r^p(P l 9 Q l )^p(P lf P^) + p(P\Q l ) 


<7 + 7= 尸 


矛盾 


习 


1. 证明定理 2. ^ 

2. 证明任何闭集都可表成可数多个开集的交 . V 

3. 举例说明定理 1 中的都无界时结论不成立. 

4. 取消定理 3 中杓 ，心有 殚的限制， 

5. 设丑关 0. 证明 〆 尸，及)是尸的在 R » 上一致连嫌的函数. 

证明对于 R ” 中任意两个不相交的非空闭集 A , 都有垮上的连 

% 

续函数 /( P ), 使 0</( P )< l 且 在心上在&上 /( P ) asl . 


6 , 
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第三章测度理论 


实变函数论这一课程的中心问题是要介绍一种新的积分^— 

Lebesgue 积分的 理论. 

古典的积分理论，即数学分析中介绍的 Riemaim 积分_论， 
基本上是处理几乎连续的函数的.但是伴随着理论的发展， Rie- 
mann 积分瑪论的欠缺变得愈来愈明显了. ! 

首 先人们发现只限于考虑几乎连续的 函数， 常常使建立起来 

的理论不够完备,这既造成应用时的不灵便,还时常严重地影响到 

• _ , * - P 

理论的进一步发展.例如 Fourier 分析理论中极为重要的 Riesz - 

Fisher 定理（见第六章§ 2) 在 Riemaim 积分之下，就是木肯能成 

立的 t 所以如不扩大所考虑的函数的范围，理论的发展就翻 ji 
到阻碍.这种例子还有许多，如微分方程中广义解的引人等等，此 
处不再列举.至于说 Riem^nn 积分理论应用起来不灵便，突出的 
+个例子是关于逐项积分，在 Riemarm 积分理论中,要逢项积分, 
二般常假定所论函数级数具有一致收效性，可是在处理矣问粗 
时，这个一致收敛的要求常常得不到潇足，或者招致繁餐_齓 
带来许多的麻烦.1897年 Osgood 怔明当可积函数的序列一致有 

界时，只要极限函数仍然可积，即备不一致收敛，也是可以逐顼积 
梦的 @ 这说明改进积分的定义，使之适用于更广泛的 函歎类，是 

很有必要的 • 


①江泽坚 ，《实 变函数 h 髙等教曾出版社，1959,笫四章 §4. 5 . 

- ； .； . 1 - 

(5) Osgood, Non-uniform Convergence and the Integration of Series 

j 

Term by Term, American J* of Math. Vol* 19,pp. 155 —190,不过当时他 
考虑的是连续函数序列. 



对于非负函数来说, /00 在 [ a , 6] 上的积 分是可 以理解为它的 


下方图形 


/) = {(A y); a^x^b P 0^y<f(x)} 

% 

的面积的所以什么样的(非负）函数可积是 和平面 上什么样的点 

I 

集有面积的阏題紧密相关的.这说明如果我们想改进积分的定 
义，那么从研究什么是点集的面积(在一维空间中是长度、三维空 
间中是体积,在更高维的空间中我们称之为测度)和研究什么样的 
点集有面积入手,应该说是很自然的,也就是说应该先研究所谓的 
测度问题. 


外测度 


现在我们就来研究测度问題.为了使建立的理论，适用于一 
般情况,我们针对 》- 维空间 R ” 中的点集来讨论. 

首先我们约定维空间 R * •中的开区间 i 是指点集 

{*= (: 1 ， …，： 癱〉; Oi^Zi<Zbi 9 i = 1，…， ?*} ， 

其中〜，匕是常数， »• (因此空集也是开区梅). 

又如果我们只说 J 是一区间，斛是说上述定义中的不等式 中可能 

• • 

有等号出现对于任意区刼/,我们令 


|/[ = TT ( 〜一 g *) 

i — 1 

r 

称之为 j 的体积.在 》=i 和2时, m 其实是/的长度和面祇所 
谓要研究什么是点集的测度，就是要想法把这个只对区间界定 T 
的“体积”概念扩充到更一般的点集上去. 

设丑 cR". 为了求丑的“测度”，我们自然会想到用一些开区 
间把芯盖住，然后计算这些开区间的“体积”的和并求其下夔界，这 
就导致下述定义： 
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定义设丑是中的一点集，{匕}? =1 是1^中的开区间的 

00 00 

一个序列，則 ZIiai 确定一个非负的数 m (也可能是 

n = l 7i = i 


+~).所有这样得出的 W 所组成的数集是下方有界的，它的下确 
界便称为忍的 ( Lebesgue ) 外测度，记为 m * 尼当然五也可能等 


于 + CO. 


由于区间的“体积”是相对于平移运动不变的.所以集合的外 
攔度显然也是相对于平移运动不变的.外测度还有下述四条基本 


性质 


(i) m*E^O P m*0 = 0, 

(ii) 若 4Z)B ， 则 


1 = 1 / Tl = 1 


(iii) 


(iv) 若乂和 S 的距离 p( 』， B)>0 9 则 m*04UB)=»nM + 


% J 5 


iil] 


性质 ( i ) 是显然成立的. 

■ 

性质 ( ii ) 的证明 对于任意一串其并集能覆盖2的开区间 


， U 八〕 反 所以肌于 

n = i 7i = l 


…，由于 AZ)B 


4 {«} —m^A. 

性质 ( iii ) 的证明 对于任意常数^>0,由外测度定义, 对于 
每一 《,都应有开区间序列,使 


u i nm , 2]i 7 —i< w *^ 

m-l tn=l 


2 


从而 
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T ， 物. 


U^ C U U 7 

t ~ 1 n = l 1 


且 


u = i 


S 2 


^n+ ^ 


于是 


Mn <S 2> M « + 

1 / n = i m-1 n = i 


<s 


但 O O 是任意的，所以 


A 




m 


性质 ( iv ) 的 证明： 为简便计且只就一维空间的情形证明.对 
于任意常数^>0,由 m *04 UB ) 的定义应有开区间 /,,/ y ,/^ ，… 


使 


[jl n ^A[JB f ^\I n \^mUAUB)+e. 

n^l n=\ 

% 

设 p ( A t S ) = 则 d >0. 现在逐个考察这些开区间/„ ，如果 /„ 的 
长度 IL i <之则/„保留；如果 |/ n I 则用分点将/„分解成有限 
多个，比如说个长度都小于的小区间^^，…，^， 

1个小区间 L 卜…敗“ 将分点盖住，使每个的长 


后 


再用 


m 




度都小 Trf 且 H 将所有保留下来的 /n, 改造某些 

* = 1 

■ 

In 而得到的幵区间和切 "> 全部取来，便得到可数多个开& 
间,记之为，则 


U A 、 Z ) [J I n ZDA\JB 

1 = 1 H = 1 
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1 n = l Ti 二 1 

由于每一个的长度都小于 b ), 任何都不能同时 
既含有』的点又含有 B 的点.我们将这些分为两组，第一组 
中的尤》都含有』的点，第二组中的都不包含乂的点，芬别记 

之为和 { a ), 则 ( J 妃 U 町于是 


<m*(^4UB) +2e 


2 


I -^ m ! = 

m-i 

I 

Sl^nl +Sl^nl^ wM + 


04 U 5)+2 e > 






注意 e >0 是任意的，所以 


*04U5)>m^4 + m*B. 

鬌 

另一方面， 从基本性质 ( Hi ) 显然有 m *04 U 万 + 所 

I • 

以我 们最终 得到了 


m 


m^(A\JB) —-m^A-Ym^B 


证明至此全部 完成. 

要说明外测度是原来只对区间有意义的“体积”概念的一种拓 

广，我们还必须证明当/是一区间时， |/ L 为了避免符号上 

的 繁杂, 我们仍只就一维空间的情形来证明. 

设 /=(<!, 6). 6] 是相应的闭区间.由于单点集 M , 

{6} 的外测度显然是零.所以从基本性质⑴)和 ( m ) 可知 


+ m* {a} ^m^{b}^m*I 


于是 W */ = / n *7. 另 外从外测度的定义显 然还有 所 
以我们只要证明 w ! / 1 就可以了. 

为此我们先证明如果有限多个开区间厂山, …， L 的并包含 
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n 


某一闭区间 /。， 则必有 D/」>|/ol. 当《=1时，这蠢显然的 


设已知当《 = 4时上述事实成立，往证时仍成立.设 / o = 
[«， 月] 被 …山 +1 这 *+1 个开区间所覆盖, /,= («<,&). 不 

妨设4+ f = 1，2,…，如果 而+1 <<*，则 ’ o 〔(0! a ：+ i，At+i〉， 


所以 




l^ol =^—— 


Ar+1 


如果於，则 /〗,•••，々 的并包含闭区间/卜[«,叫 +1 ]. 
此由假设 


k 


i 


hi 


从而 


^2 


+ J/jt+l I = Ar+l _fl ^|/o| 


>点，则 U / t O/o> 因而也有 

i = l 

i ^ 1 i = 1 

这样，根据数学归纳法即知上述事实对任何 n 都成立 


最后，如果 


&+1 


U 7 "〕 7 , 由 


现在设 / u/ 2 , …，/„，…是一串开区间, 


Borel 有 


71^1 


限覆盖定理，我们可从这些区间中选出有限多个： / rtl , 


m 


使 u 

i = l 


a . 从而由前面已证明了的事实便知 
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i/j<S 

i — X 1 

由于上述不等式对任意一串并集包含 7 的开区间都成立.所以， 
m *7^|7| = |/ U 这完成了我们所要的证明. 


习 


1- 证明若五有界，則饥*忍<+00. 

2. 证明任何可数点集的外测度都是零. 

证明对于一维空间 R 1 中任何外测度大于零的有界集合芯及任意常 

M ,只要忍，就有 Ed 使 mUefu 

证明如果 /($) 是 [>,&] 上的连续函数，则 R 1 中的点集 

<&，y = /(x)} 的外測度为零， 

_ 

5. 对于 R n 中的点集五及 a>0, 令 


3. 


4. 


f x n )£ E } 


aE—{(az lf … ， aar ”)； （疋 


证明 m ^ ( aE ) — a n m ^ E . 

证 明只要五 > 0 , 就一定 有托丑 ，使对任意都有 m * (及门 VO ，- 
5)»0. 此处 A ^ ar /) 是以; r 为心，以3为半径的邻域 • 

试就二维空问 R 1 证明外测度在旋转变换下也是不变的.（提示：先: 

证任何垃方形的外 测度 都等于其面积 .） 


攀 


7. 


可激 I 集合 


在上一节中，我们定义了 R n 中点 集的外 测度. 根据这个定 


义，《 维 空间中的任何点集芯都有一确定的 （有 限或无限的)外测 v 

方就是它的“体积”.那么我们 


度 饥1, 而且当五是一区间时， 

是不是已经完全解决了在本章的引言中所提出的测度问親呢？考 


察一下外测度的四条基本性质,就会发现性质 ( iv ) 中的条件 P 04, 
B )>0 比较特别.根据我们在处理长度、面积、体积问題时 的经: 
验，当两个图形不相交时，它们的面积(长度、体积)就应该可以梅 
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加.但现在却要求 P (汔抝> 0 ,而这是比木 B 不相交要苛刻得多 
的条件，那么是不是基本性质 （ iv ) 中的条件 P (皂 5 )> 0 可以放 
宽为 ZnB = 0 呢？下面我们来说明情况不是这样. 

假如基本性质 ( iv ) 中的 p ( Z , 丑)> 0 可以放宽为 = 
那么对于任意有限多个互不相交的点集禺，私，… ，& 便应有 


(㈣ 如 


进而对于任意一串互不相交的点集尽, … ，札， …便有 




IX 尽 

i = 1 


Ei 


m 


由于这一不等式对任意 n 都成立，令 n ^ oo , 便得 


U E , 

» = 1 \ ^ = 1 


Ei 所以必然得 


而外涵度基本性质 ( Hi ) 说 


% 


出这样一个结论：如果基本性质 （ iv ) 中的条件^^牵抝> 0 能放 
宽为 3 门 B = 0 , 则外测度必具有“完全可加性”，即对任*一串互 

不相交的点集 丑 1 ，五 2 , …，尾|，…都有 


a = l / n = l 


ai 


现在我们就一维空间的情形来说明这是不可能的.（从而也就百 
以推知在二维以上的空间中也是不可能的.参见习题的第 2 «). 

对于 ( 0 , 1 ) 开区间上任意的点 A 作点集 

R,= ii; 0<i<bi-x 为有理数}. 

曲于: re /? x , 所以札显然是非空的，而且对于： r , 妗( 0 , 1 ),如果 


R x ^ n yt 则必有 R ,= 0 . 事实上，如果有成 /^ n 尽,則 0 <»r 
< l ， r / — Z 和 r ，一 y 同时为有理数.于是对于任意 se 札， 

i —— y—(^ — ar) + (x — 7]) + (V— !/、 

也一定是有理数,可见札<= 札. 同理札 C 札.所以札=札. 

这样， （0,1) 就分解成了一些互不相交的这样的&的并，我 
们从每一个这样的札中取出一点构成一个集合久当然沒(=(0, 1). 

现在将（_1，1)内全体有理数排成 序列： 


ri , r 2 , 


9 r nf 


用艮表示^经过平移 n 后而得到的点集，即 

^ n = { i ： i =s + r n , sG §} ， 

则先匚（一 1, 2 ) 而且当时，因为如果有某一 

tes n f ]^ mf 则必有及中的点 A , h 使 


t — S ] ^ V 


名 = S 2 + 7 


n j 


是一不等于零的有理数，如果& 是从某 
Rr 中取来的，则 A — $是有理数，这时 S 2 — 3：= (52-5!)+ ( Sl - 

p 

b _ 

2) 也就是一有理数， 即〜也 应属于札.从而在詹中有两 个不蹄 
的点〜和&是从同一个札取出来的，和詹的定义相冲突. 


于足 s 广 s z = r 




__■ _ 


我们再证明 (0, DC U ^ n * 设汝 (0,1) 而在组成汶时从 /2 r 


n — 1 


中取出的点是 S 则 r-ar 是有理数， — l < r — ^<1,因此有某一 


所以 (0,1) C [ j 汐 


从而 x = r + r m ^ 


r "- x — r 


m* 


n* 


果外测度是完全可加的，则 


(0,l)<m* U 夂 


* 


m 


n=^l 
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卜 *(—1,2) 

/ 


2 

n~l 




:那应有注意々《是汐经平移而来的，因此 

7 ^ = 1 

p 

«■ 

»1*良=»1’及,?1 = 1,2,3“、 


要久<3是不可能的，因为如果《^力= 0，左一不 等式; 

n = l 

不 成立;如果 m ^>0, 右一不等式又不能成立. 

% 

总结 以上的讨论，我们已说明基本性质 （ iv ) 中的条件 P 04, 

一 

抝>0是不能放宽为 J 门5=0 的. 

S 

: 两个不相交的点集的并的外测度可能不等于两个集合的外测 
度的和.这和我们在处理实际问题时的经验相违背.那么是不是 
可以“改善”外测度的定义来克服这个问题呢？这是不可能的，不 

也你用什么方法定义点集的测度，只要它是“体积”概念的推广(即 

_ 

区间的测度就是它的体积、具有平移不变性和相当于外测度的基 
本性质⑴一 ( iii ) 的性质)，就不可能对任意不相交的点集具有可 

I 

■ 

_ 

加性.因为上述论证中矛盾的导出完全没有用到具体定义外测度 
的方法，而只用到了上述这些原则上不可不具备的性质.我们现 

在所遇到的困难,不是由于定义外测度的方法有缺点，而是一种实 

_ 

廣性的 困难. 

鉴于不相交的点集的测度要等于各点集的测度的和这一要 

I 

求，在应用测度槪念来处理问题时的不可缺少.我们只好把某 - 
特别“奇异”的点集称为不可测集合，使在余下的所谓可测寒合的 
范围内，只要两集合不相交，并的测度就等于测度的和. 

根据什 么标准来划分点集为可测的与不可_ 的呢？当 然应针 
对基 本性质 ( iv ) 来说.首先，如果五是可测的， 那么 忍和， = R » 


一 五的测度应该可以相加，不过丑 un , .讯妒中至 

I 

少冇-个是 + CO , 所以 —. 


in* (E\J^O ~ m * £ ' J , 


对任何点集迟都成立. （ + OD 二 + OD !) 因此我们把条件加强为赛 
求： 如果忍可测，则五和它的余集以落在任何开区间/肉的 部分- 
的测度可以相加，即 m ^ ans ) +7 n*(/n e c ) 应等于 (/ n 丑 ） u an 

E c ) 二 f 的测度 m */. 也就是要求对 g 间 / 有 , 

(/ 门妒）， 


m^T — 


ar \ E ) 

现在假设是任意的一个集合， e > o . 由外测度的定义，有: 


m 




开区间序列 {/ J ,使 U / n |^ m*T + 

n = l n = l 


注意 


In ) r \ E ^ Tf ] E f 


r n \ f ] E ^ Tf ) E \ 


所以 


(TpiEy + m^iTnE 0 )^ 




(( U / n ) n .) + w *((0/ K ) n ^) 


(/„rw 十 


Und ^) 


n^l n^i 


=2^ % (^ n ^)+ w *(/ n n ^)] 


:; T + 

Mmamrnd 

n = \ 


( Tf ) E ) + m ^ Tn ^)^ T . 可是从基本性 


由于 e>0 任意， 

质 (iii)，w 吁<7»*(7门瓦）+饥*(1^^0总是成立的.因此这时 


对任意的 TcR B 也都有 


m^T = m^(T()E) +m 3 \’fC \£ c ) 9 

定义 称《-维空间1^中的点集五为 可测的 ，如果对于任意 
: rcR ' 都有 


( 1 ) 


m*T m*(T f] B) -hm*(T f) S c ) 9 

% 

可测 集合疋的外测度就称为它的 (Lebesgue) 激度,简记为 

上述定义中的等式⑴通常称为 Carath4odory 条件.显然这 
一 条件也可以叙述成：对任意的 AaE 和任意的 B < zE e , 都有 

事实上,如丑可测， A ( ZE t B ( ZE \ 则只要取 T.^AUB 便可从 (1) 得 
(2). 反之如 丑满足 (2),! Tc ： R B 任意给定，那么 Tn 芯〔 五 ， Tf ] E e 

因此只要在 (2) 中取7门尽 
从定义中丑和 P 所处地位的对称性及当二0时， （1) 式 
必然成立（因为此时对任意 tn * T ^ m *( Tf ] 

.丑）十饥％?^ 妒 )）， 我们有 

定理 1丑可测的充要条件是 F 可测.如果 m * 忍 = 0,则及 
是可测的.特别是0和 R" 都是 
可测的. 


( 2 ) 


rn， 便可得 (1). 




定理2若& ，&都 可测，则 
反 us 2 ，&n 私也可测. 

证明由 De Morgan 公式及 

定理1，我们只要证明 A U A 可 

测就行了. 




显然任意 rc 尽1均可分解为 

T= (Tf\ S X ^S 2 ) u (Tfl U (^n ^1 fl^2) U (T 


n ) 


会 /4 USUCU 0 (图 6). 

可测，所以 

(A[JC)+m 3 k (D{JB)^m*T 


* 


m 


同理 


B + m^(A\JC)^m*(A[JB[jC), 


* 


又因札可测，所以 






联合以上三式即得 


T ^m*(A\JBUC) + m^D 

LTf] (S x US 2 n^m^(Tf](S l US 2 y) 


* 


* 


所以 AUS 2 可测. 

推论 1 若 A , &可测，则 A - A 可测 
证明因为 


2 - 


m 


则 u &也是可 


推论2 若& “ = 1,2, …，7», 都是可测的, 


测的 ，并且 当这些 A 互不相 交时，对任意 TczK n 都有 


Tn UM :!] 7 ^ 77 门 &)• 

/ — 1 / i = 1 

证明 显然只要证明后一结论.当 m = l 时，结论当然是对 
的.现设 w = 时结论成立，往证 m =^+ l 时结论仍成立.设 To 

R ” d 取定.由于诸 A 互不相交，所以 




k 


AATf\S k+l CZS k , {9 B^Tf] U^*= |J (TOS^CZSt^ 

i = l i - 1 


而久 +1 可测，所以 


i = l 


U ( Tn ^ + i ) 




( T ^ S ,) 


// 


fu 

\ i = 1 


(Tns t ) 卜 


而已设 《= fc 时结论成立，故 


a ), 于是 


Tpi U A) 

i ^1 j 


U (Tns { ) j^mHTnSd. 

i = 1 / i = 1 

即结论在 W = &+1 时仍成立.根据数学归纳法，结论应对一切 
都成立.证完. 


定理3 若&都 是可测集合 , i = l , 2,…，则 IJ &也是可测 

I -= 1 

集合.如果诸 A 还是互不相交的，则对于任意 TdR n 都有 

0 O \ CO 

U (Tns,) ) 二 ;^ 


// 


证明由于 


» = 1 


& U ( 汶 2-&) U 0S 3 H) U …， 


_ «- - 


上式右端各项都是可测的而且互不相交,因此只 需就& 互不相交 
拥情形证明即可.以下即假设诸 &互不 相交. 

OQ 00 

我 ( n 先证 U &的可测性， 用&记 U 仏对于任意的 rcR ”. 

# = 1 i = 1 

>A ( Tf ] S )[) ( Tf \ S c )^ m ^ T ^ mHTnS ) + m *( rn 以）总是 
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r 成立的.我们只要证明现在还有 


(Tf]JS)^m*(TC\S c )^m^T 


:即可.由于 


Tf] 

* = 1 

彡 ZX ( T ⑽), 


(^ n ^) 


(Tf]S) 




•我们又只需证明 


^m^CTnSO+m^iTnS^ 


H ( T f)SD Km^T 


= 2 


(3) 


( T 门况 i ) + 饥 


任意取定^由推论2， U & 可测而且 

£ = 1 

( rn &) = 


A ， 


所以 


Tf\ U A 

i = 1 

=X ； m*crn&) + 

i = 1 


T - 二 m 


(Tnso 


n 


fl ( Tn^n 

i^l 

oo 

n ( tds ^) 


mi 


m 


所以 U & 是可测的 

i * l 


现在令 《— CO 便得到 ( 3 ) 式 


6 } 




取 Tn U & 作为 (3) 式中的 2 v 

n^l 


对于任意给定了的 TcR rt , 


则 (3) 式成为 


((『n Jp，)n &)+ m *( A (( Q &) ⑽》 




Tf\ 


< 


注意 AH A = 0( i 关 j )， 所以 


^n(J^« n^=m U^«n^)=Tn^, 

11 = 1 / »=1 


—0 


于是上式即 


|J (Tf]S { ) 

t = i V f — i 

但外测度基本性质 ( Hi ) 说 


U (〒⑽) kZ>*( r n &)， 

*=i / i=l 


所以最终得 


U ( T n ^ i ))= J ] m *( T ns i ). 

i=l / i=l 


证完 


如杲我们将定理 3 中的 T 取为整个维空间 R ' 则知当 

I 

是一些互不相交的可测集合时， 
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可见对于可测集合来说,测度确实是完全可加的. 


tm 


(1 &也是 

i^l 


定理4如果诸 &， i =1,2,3 ，…， 都是可测的，则 


可测的 


证明因为 n^o =u 巧，由定理1及定理3知， u 的 

\ f = 1 / i = I ^ 1 

OO 

1即知 n & 可测. 


是可测的，从而再引用定理 


如果我们用肌表示维空间中全体可测集所作成的集 
合类，则从定理1，定理2和定理3知朋是 R« 的子集的一个 a- 
域.而 m 忍便是一个定义于趿上的取广义实数值（即可取 + co 为 

一 

值的）非负集合函数①，《10=0而 且在肌 上还是完全可加的. 

以下我们讨论“单调”的可测集合序列. 

定理5设 

(1) R,i=l,2,3, …，都是可测集合， 

( 2 ) 尽 C 丑 2 C … C ： 丑, CI …， 


(3) S— U E i9 

i 二1 

_对任意 TcR" 都有 


{TC\S)=\imm^{T(\E k ) 


mi 


特别是我们有 = limm 沒 


①即自变量是集合的函數 






iil ,2,3, …， 则诸& 都是; 


证明令忍0 = 0，& = 丑* 

可测 的迀互 不相交.又 




S ^{ jS ^ \ jE if E k =[j 

i = 1 £ = 1 i = 1 




从而由定理 3 和推论 2 便得 


ht\]S) - Vw*(Tn^)=ii^ZI m ^ T n^() 


m 


— limW*(TD ^k)* 


= linm* 


定理 6 设 

(1) 丑 i = 1，2,3, … ，都是可测集合， 

(2) E '3 E 2 〕 …二) Ei 二 >••• 


门匙 

i = \ 


(3) E = 


则对任意使 w^rc + oo 的 t ， 都有 


( Tf ] E )=\ imm ^( TnS k ) 


由定理4,五是可测集合，又由于 A 可测，对于任衆 


证明 


TdR \ 


^T = m^TnE k ) + m*(TnE c k ). 

(注意 w * r <+°° 条件尚未用到）.而如果 m * r < + o °， 则上式 ® 
可写成 


7/ 


( Tf ] E k )= m ^ T - m ^( T ；) E c h ). 


于是由定理5便得 

limrn *( rn ^)=^^- limm *( r n ^) 

Jt 呤 CO k ^ 00 

= m*T-m^Tf]E € )^m^(TnE) 
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证完 


作为本节的结束, 5 我们要指出往本节开始时所作出的那个 n 

合 々是一维空间 R 1 中的#个不可合. 因为 如果夂可_, 

所有的久也都可拥,而诸先 互不 相交,由测度的完全可加性便寂 


有 


^ =1：^= S ^ 

/ n=l n=l 

而这正是当时导致矛盾的关键所在. 


- iU 


习 


1 _ 举例说明两个不可测集合的并、交、差既可以是不可«集合也可以是: 


可测集合 


2. 试在二维空间 R* 中作出一不可澜集合来. 

3. 举例说明定理6的结果对使 m * r=+oa 的 T 可以不成立. 

4. 证明对任意可测集合 J 和 B 都有 

m(A[JB)A-fn(Af]B)=mA^mB. 

_ 

5. 证明对于任意茗 cR •及任意00,都有 R ” 中的开集使 G 二^反 

丑 + e . -；, 

6. 证明对于 R - 中的任何可测集合序列都有 

TO(liminfJ?*Xlimmfm(^*). 

k k 


u 


而如果有 I 使 


< + oo , 则还有 




(limsup^*) >lim supm(^*), ' 

k k 

7 . 设及是尺”中的可测集合， 《^<+ co . 证明如果丑的可测子集的串 

oo 

列使乏]饥盈*<+ 00 ，则 m ( limsup ^ Jt )=« p i 


Ui] 



开龜的可测性 


在前一节中，我们定义了什么是 R •中的每测集合，讨论 t 角 r 
_类合的一些性廣而且证明了全体可测乎巢所作成的集合秦 紙备 

R " 的子集的一个0^域.但是那些常见的集合是否 可测？ 本节我 
们 就来讨论这个问题. 


中任何开区间 J 都是可测的并且 ml =\ l \ 


证明设 


/= {a?= (a ?]， ••.， i =1 ， 2, •••，?*}; 

显然对任意 TcR fl , 恒有 

p|/) + m*(Tf)I c ) 9 

:所以要证明 / 可测（图 7), 只要钲明 

. . 

m^T^m*(Tf]l) + m*(Tf]I c ) (1) 


:抑可 • 令 


I ik) — {x~(x 


p x n)l c *+ 丁 


,1=1 ，…, 


<«i 


k 


1 W 当灸充分大时， /(” 关 0, p (/^,/ c )=~>0 - 从而 


k 


p ( I ^(\ T 9 I c ^\ T )>0. 


子是由外测度的基本性质 （ IV ), 

I 

T^m^((i^[ji c )n T ) =m*(j ⑻ n 『） + 饥 *(， c n ^), 

可见如果我们能证明 


mi 


ar \ T ) 9 

ny ( i ) 式即已得证.但々/— / a ) 的外测度显然是随 （— oo 而趋于 
r 零的 ，而且 













所以门确实是成立的.于是 J 可*，至 


于爪/ = |/|,我们已在§ 1中就 n = 1的情形证明过， «>1 的情形 
的证明是类似的.证完. 

由于《维空间 R n 中任何 E 间和相应的开区间只差一个测度 
为零的点集，所以我们实际上已证明 R tt 中任意的区间都是可 


测的 


引理 R ” 中的非空开集都可以表成可数多个互不相交的* 


= (JJo 


左开右闭的区间的并.即 G 




且 JiH Jj =0( {尹 i ). 

证明对每一 正整数 》, R " 都可分解成可数多个形如 




<+1 


(»» i 为整歎 )（◊ 


(3?1，…，; r ”）； ^ 


， * = 1， 


9 n 


% nm 


k 


的互不相交的左开右闭区间.设& = i 时上述这些区间中完全& 
含在<5内的那些是 /{ VA …(有限个或可数多个)，对午 A >1, 
用斤\ IV ， …表示上述那些区间中完全被 G 包含，但不 被任何 

包含的区间(有限个或可数多个).这样我们躭得雜 

I 

可数多个左开右闭的区间 + = 显然 

它们是互不相交的 ， U i ^ ao . 若 ae ?, 因 g 为开集，有^ >0 t 


i , J 


使以 T 为心，<5为半径的邻域 WO , S )( ZG t 于是当 i ： 充分大时 

I 

(*) 式中那些区间中包含 z 的那个必全包含在 g 内，从而 (J /( 广 


总之 u /</> 


h.i 


£9 




定理 2 R ” 中的开集、闭集以及任何 Borel 集都是可测的. 

二钲明因我们已知中任何区间都是可测的.结合上述引 

■ 

■ 

琿，便知中的开集都可测,从而闭集也都可测，我们又已知 R * 

I 

, 

中全体可测集合的类肌是 R ” 的子集的一 aL 域，它既包含了全体 

I | 

开集，自然就应包含由开集产生的心域，即 R ” 中的 Borel 集类. 

_ 

所以任何 Borel 集都是可测的. 

* 

既然凡 Borel 集都可测,我们在§ 2中作出的不可测集合当然 

_ 

不是 Borel ft , 这使我们见到了不是 Borel 集的点集.那么 f S 有 

不是 Borel 集的可测点集呢?这也是有的①. " 

% 

在这里我们还要着重指出一点，那就是在证明定理1时我® 

首次用到了外测度的基本性质 ( iv ), 在证明开集的可测性时，还进 

， ■ 

• • 

一步引用了欧 fe 空间的特性(即用到了上述引理)，其实只要有了 

基本性质 ( i ) 一 ( iv )， 并不引用欧氏空间的特性也是同样可以证# 

_ 

% 

开集的可测性的②. - 

下述的几个定理不仅进一步说明了 Borel 集合与可测集合的 

% 

% 

关系，而且也是很有用的结论. 

定理3对于任意 EcR % 都有 R n 中的 A 型集合使 

j s 


证明由外测度定义，对于任意正 整数心 都可取一串开区闻 

\ 


JW = 1，2,3, …，使 


丑 C ： U 五十丄 • 

' i ^ 1 i s= 1 找 

_ 

oo oo 

令仏二 u 斤>,则 k 是幵集,于是 n 是一 & 型集.显然 

i — l n»l \ 


① 周民强 ， 《 实变函数>，北京大学出版社 ，1985, 第 87 页上就有这样的例子 

② 江泽坚 〆 实变函数>，高等教育出版社，1959,第 149— 150页. 
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€ ZDE . 又 




E^mG^mG n 




* 


m 


Ui 


E . 证完. 

从上述证明过程我们还可看出，如果 G 包含在开区间/内，则 

还可以要求诸^也都包含在/内. 

定理4若五 cR n 是可测的，则有 R n 中的 A 型集 F ， 使 

■ 

^dE ^ mF = mE 9 m ( E ~ F ) =0. 

证明因为任何无界的可测集合都可分解为可数多个互不相 
交的有界可测集合的并，而测度是完全可加的，心型集的可数并 
仍然是 K 集， 所以不妨设忑是有界的.令7为一包含 I 的闭区 
M,S = 7- E . 由定理 3 〆 有仏 型集合60沒，使 = 令歹= 

则尸是 ^型集彳 cl 而且 

mF ^ m(I f \ G c )^mI — mG — ml — m 3 

= ml — ( ml — mE ) = mE . 

又 E — F ) 二 mE — uiF = 0,证完. 

推论 如果芯是一可测集，则有一 Bore ] 集 (I 型集) F 及一 

朝度为零的点集 V ，使 


所以 


E = F\JN 


证明从定理4即得. 

定理4的推论说明 R ” 中的可测集类趼，其实就是由全体 
~ Borel 集合和仝体测度为零的集合所构成的集合类所产生的 a - 

域，或者说由全体开集和全体测度为零的点集所构成的类所产生 

■ 

鄉心域. 
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习 


1 


证明 Cantor 集合的测度为零，并在[0，1]上作一测度大于零 的无企 
辆 密的完 备集.进而证明存在开集使 

2. 证明： 只要芯可测, e >0, 就有开集 (? 二)丑，闭集 PC 瓦，使 m ( G - 及) 

I 

<e,m(E—F)<e t 

■ 

3 c 证明有界集合五可测的充要条件是 

inf { mG ； G 为开集，0〕忍} = 3叩{饥尸;沢为闭集，尸 Cff }.' 

证明有界集合丑可测的充要条件是对任意 e > 0 , 都有可测集合 A , 

私使尽 erj ? c ： A ，7 n (忍 2 -丑 i)<X 

5. 证明对于 R ” 中任意一串 点集义 ,》=1,2,…，只要… e 及^ 
C ： …，便 ff 


4 


辠 


U 

1 — 1 


E n 卜 


6. 证明： 如果尤是中的可测点集 ，6 T >0, 则 

aE^{(ax 

也是可测的，并且 7 n ( aE )= a n mE . 

7. 证明.如已知开集都是可测的，则从外测度的坺本性质 < i ), ( ii ) 


9 n ) J ( 怎 1 ， … f^n) 、 


« ♦鲁 




( iii ) 可推出基本性质 ( iv ). 这说明什么? 

8. 证明 


PR ” 中全体可测 子集的 类趼和 中全体子集的基 


2 ° 




数相同. 


9. 证明对于任何闭集都可作一完备集使 m 杓 = mP . ( 提示： 
考麽 E ={ x ; xCF 9 有 <5>0，使 2 V ('<5) 中至多有可数多个点属千证嘢 
mE =0 .) 

10. 设4,5是 R 1 中两个有界闭集， A ^ AfU-^^olfAr 

=^4门匕怎。，+ ⑺），万1 = ^ D ( — a ， 夕0]，五2 n [ y 。， +⑺），证明 

此处“+”表示两个点集的向览和.（参考第二章 - 

§2习题的第14题_ ) 

11- 证明： 如果 4 和 S 都是 R 1 中有限多个相互没仵公共内点 的有界 W 
区间的片， mm ( A ^ B)>mA + mB ^ (提 示： 对 E 间的 1、 纹用数学归 纳法井 

注意从 h 题知 
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12. 设都是 R 1 中的有界闭集.证明对 0< A <1 有① 

<记号的意义见习题 S 及上题，提示：先证明任何有界闭集都可表成一串下 

• • 

鱗的 上题中 所说的 那种集合的交 .） 


积空间 


设木 S 是任惫两个集合,我们称集合 

{(x f y))x^A,y^B} 

■ ' 

为 Z 和 B 的笛卡儿乘积.记作 AxS . 例如 J 和 B 都是数直线上 
的开区间 (0,1 ) 时就是乎面上的开单位正方形 : 

I = {<> ， y) ： 0<a;<l,G<^<l}. 

•而 如果 X 是 i »- 维空间 R p , B 是厂维空间则 4 x 5 就是 (!》+ 
w )- 维空间 R 

根据前几节的讨论，不论是在 R p 还是在 R 9 或 R p+9 中都已 

定义了点集的可测性. 一 个很重要的问题是 R p+9 中的可测集合 

, . ■ ■ 

和 R 7 之中的可测集合之间有什么 关系？ 又中可测集合 
谢测度和 Rp , 中的可测集合的测度之间又有什么关系？下面 

姻几个定理给出了第一个问题的回答，同时也部分地回答了第二 
个问题.至于第二个问題的完满的回答，则要等到第五章§ 4才能 


绐出 


定理1 如 果义和 J 5 分别是段”和！^中的可测集，则 C = 

jxB 是 R p 〜 中的可测集 ， ^KmC = mA - mB . 此处当 w 木 
冲有一个 为零时 ，不论另一个是否有限,都理解为零. 


II 


①这一不等式称为 Brunn Minkowski 不等式 • 它在 Ri 中的形式是 

[ m ( Ai 4 + U 一又） fi )] 1 八 > A ( m 4)» + (1 — A ) 
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证明先 bf 论卓 S 都有界的情形，这时乂分以下几个步骤. 

% • * 

1°当牵 B 都是区间肘， ixB 是 R ㈣中的区间.所以结论- 

I 

是显然成立的 • 

2°若岑5都是开集,由前节的引理，我们可将3和 B 表成可 

数多个互不相交的区间的并： ^ 


A= |J Ii 

< = t 






于是 


C=AxB= (J (liXJf) p 


it j = l 


并且诸乙 x JO 还是互不相交的.于是 C 可测, 


*,i=i i,i-i 




mi 


=2 m/ ^ S mJj 


A*mB 


3° 如果 B 都是有 界的仏 集合，则有尠和圯中的有界 
开集的下降序列{%}和{以}使 


= f\G f n9 B^f\G ： 

n=l n^l 


A 


于是 


- f| (°n X °n> 

71= 1 


AxB 


由前段的证明，私 xG 《是 Rm 中的可测集， 

m(G f n x O f Ji) ~mG f n •toGJJ<+ oo f ] 

XG f n x ^ 还是下降的,因此由 § 2 定理4和6知4 X 可测瓦 
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m(A x B) limm(G r n x G^) =iim (mG f n • mG 


二 limm6^ • UmmGn = tpA - mB 


4° 对有界的万，若和 tbB 中至少有一个为零，比如说 

^-0. 由§3定理4,分别有 W 和圯中有界的仏 型集 G ，， G ” 

% 

使 7 二 ^ ， mG，：-wZ = 0 ， G" ： Dj5, mG n =mB . 注意 


和 


( G f x G ") = mG ’. mG ” 二 0. 

即知 m ^( AxB ) =0, 所以 Ax B 可测且 m(A xE) 

5° 最后，对于一般的有界可测集 4 和仄从 §3 定理 4, 有 
和 R 7 中的有 界仏集 G' 和 (? 〃，使 

G'ZM， mG f — mAy G f , Z ) B $ mG ” = mB ， 

于是 4* = G' — ^ — £ 分别是 R p 和 3 ^中的可 测集且 

G f xG ff =( A ^ xB ^) U ( A sk xB ) U ( AxB ^)[ J ( AxB ) 


mi 


0 


于是 


AxB^G f xG tf -A*xB^-A*xB-AxB*, 


从 3° 和 4° 上式右边的四个集合都是可测的，而且后边的三项的 
测度都是零.因此4 xS 可测且 


m(AxB) —m(G f x G ff ) =mG f ^mG tf = mA-mB 


这样对于有界可测的 J 和 B, 定理的结论已得证. . 

至于阜£无界的情形.注意总可以将 .4, 5写成一些互不相 
:交的 有界可测集合的并： 


U 山 ， B =\J 

» — 1 j ~1 


JU 

A - 


子是 
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U 私 

r —1 


LK 

1 .二 1 


AxB 


= (J (A t x Bj) 

it) - 1 

rfa AiXBj 可测 m (山所以是可测的 


并且 


(J Ai x Bj W ^ mAj^nBj 

ipj -1 / l 


m (A x B) 


2 -^ I s 吨 


— mA-mB 


定理证明至陡全部完成. 

我们约定，如果 to ) 是一个关于点集忍上的■^的命题，则袅 
存在万中测度为零的子集 A 7 使在 E - N 上 恒成立时，便肊 

开 (工)在五上 几乎处处 成立，记为 jrCOa . e •于孓比如我们 可以從 

|tgx| <- ooa . e . 于 R 1 , 也可以说 Cantor 集合 C 的示 性函数 

p , 当 KC ， 

(o, 当 xec 


必 c ( 工） ~ 


是在 [o,i] 上几乎处处为零的. 

定义 设 EdR ^% 对于 x 0 eR \ # 中点集 

瓦。:: {y;y6R*, (^， y ) eE \， 

为五在 A 处的截口，或以超平面 Z = A 截五的截口. 

例如果五是 R p + * 中的一区间，则或为空集或为& 中 
的一 E 间.而如果 w 是平面上的单位幵圆，则見。当 k®l>i 时为 
0 ，当 I ^■。丨〈1 时为区间（一 \/1 — Xq , \/1 — a?o). 

定理2如果芯 cR p 〃的测度为零，则有的测度为孝妳 


76 


子集使当於 R 〃一 iV 时， mE x ^O. 也就是说几乎对一切 

I 

R p f E x 都是 W 中的测度为零的可测子集. 

证明 为简便计，以下我们就的情形给出证明，至于 
一般情形的证明是类似的.另外易见还不妨假定忍是有界的，由 


于 


{ x ; m ^ E x >0} = 


; m ^ E x > — 


m 


我们只要证明对于任意 rf >0, 分 A { a ：, m*E x >d} 的测度都是零就 

可以了. 


对于任意^>0,我们可取 R 1+1 = R 2 中的开集 GzdJ , 使 
由§3的引理， G 可以表为可数多个互不相交的左开右闭区 


间的并：<?二 Uu = A 1)x 斤，斤，斤都是 R 1 中的左开右闭 

» =i 

n 

区间，令队= LJ / 

* = 1 


o 显然 & OS ^ +1 , \jS n = G , 所以对任意 


jteR 1 , 


^ 1 ； u d 、 x=<h 

n=l 


(这 n ) (沒 i ? + l ) j :， 


由于 ( AL 或为空集或为有限个左开右闭区间的并（图 8), 因此总 
是可测集合，由§ 2定理3和定理5 ,仏也对一切 areR 1 都是 R 1 

中的可测点集并且 


0 ) 


G x =limm(S n ) 


« C ： P 并且从式 (1) 还可知 




9 示意图 


图 8 A 示意图 


对于固定的，用过八”，…,的端点垂直于&轴的直 线把& 分 
解 成为有 限个新 的互不相交的左开右闭区间/ 

S n = \ Jlt - 同时也就将 C) 八”分解 为有限个互不相交的左开右 

, j ( r 的并 G /( 尸= 0斤.当 y 在同一#内变 

* — t J = I 


， O 的并: 


• • • 


1， 


闭区间 


动时， （队 h 显然保持不变，因此 ^ 是有限个小左开右闭区 间的并 

« h 

从 而是可测集， 因而从 (2) 或即知 P 是可 测的 ，且 


mP= limniP n 


(3> 


设 怎在乃 ）上变时, m (沒丄的值为 tv , )=1，2,…， Z •作 2 中 


的点集 


U^xCO,^] 

f = 1 


S 


伞一 


易见 S ；； 可以通过将 s n =\ Jit 中的各区间/〖作适当的上、下乎^ 
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行移动和拚接而得到（图 9 ). 所以肌 = 

注意当区间乃亡匕时， rj > d t 所以 
d^mPn^d S 




^ mG < e . 

于是 饥 Pn 〈与 • 从 (3) 式便得 


mP < 


注意«>0是任意的， m * Q ^ mP 9 便知 mQ = O f 证完 4 

定理 3 如果五是 R p+ 〃中的可测集合，则几乎对于所有的 
* ，皂都是中的可测集合. 

证明 如果五是 R” 9 中的开集，则对一切3：,黾都是 R * 中 
的开集.所以总是可测的.如果五是 R p w 中的 A 






门‘ ％为开集，则因艮= f | 

n^l 


(<?n)x, 所以仏也是对一切长 R， 


都可测的.对于 R p+g 中一般的可测集合尽取11〃〃中的％型 
集合 G 使 G〕ER m ( G - E )^0. 因为 (7= ( G - E ) U 五，所以对任 


xeR % 


= ( G - E ) X US XP 


从而 


E S = G X — (C? — 五 ) jr. 

由定理 2 ,几乎对所有的 ar€R 〃， ⑹一丑)中的可 测集， 而^ 
则对一切 xeRp 都可测，所以几乎对所有的 xeRp f E x 都是 R« 中 
的可测集.证完. 

我们要着重指出定理3的逆是不对的. Siei^pinski 在二维丰 
面上作出了一个点集尽它在任何 a: 处的截口 &和 在任何 y 处盼 
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栽口护 ={ a : ; Or, y )e 坍 都是单点集，（因而 总是可 测的. ） 但龙本 

身却是一个二维的不可测集①. 


习 


h 举例说明对 中的可测 集五，确实有可能存在 MR 〃使見^不是 
: R 〃中 的可测集. 

■ 

L 

2_ 试在二维平面 R* 中作一开集使 G 的边界点所构成的集合的测度 

大于零. （提 示： 参考 S 3 习题第 1 题） 


集合环上的测度的扩张 


我们在§§ 1-2 中所作的，是把一个本来只定义在全 体区间 
的集合 义上的可加集合函数（即以集合为自变量的函数) 扩充定义 
滴包含 f 的域肌上去使其具有完全可 加性. 但是数学的* 展要 
求人们走出欧氏空间，例如泛函分析要求我们考察紧(或局部紧) 
空间上的测度，群表示论与 Lie 群则要求我们讨论紧(以至局部索) 

.群上 的左平移不变测度.这 些抽象 空间上测度的建立， 都基本上 

% 

和§§ 1-2 的作法相似，仍然是从定义于某一集类上的一集合函 

+ 

數出发引出外测度，然后得到可测集与测度.为了得到这 类问遵 
的统一处理，我们现在介绍一般集合环上的测度概念并讨论其扩 
张. 就其定义域来说，它可 说是很 广的理论了，其实，它正 是近代 
概率 论赖以建立的基础， 

定义 1设況是非空集合这的子集的一个非空族，如果 

(1) 当木时, 4 U 五€ 讶； 

(2) 当汛时汧， 」 

猁 我们就说洱是沒的子集的一个环.如果把 (1) 改为 


①见 Hahn and Rosenthal, Set Functions^ 1948,p. p. 241—242* 




,2,3, …都有為左札贝 II 

n = t 


0 ; )对于任意一串汧, 


就称 为是汉 的子集的一个 o- 环. 

由干4门 5=4—01—5), 所以如果汧是汶的子集 
的一个环,则0€沂且当乂, 时, i4 n Be 汧 

比较环和域的定义，注意到4 一 B=4f 1 阶便知域都是环 

(江-域都是&环. ） 反之如果汧是占的子集的一个环并且这 

桉第一章§ 1域的概念，则況必是 s 的子集的一个域,所以:环和_ 

钧■别韙 g 互昜 g 愚无！ 以下我们说到环和域都是指的 i 二 i 

先给定的非空集合及的子集的环和域.不再逐次声明. 

例1设汧是 R" 中全体可以表成有限个左闭右井 

区间①的并的子集所构成的集合类，则況是一环.但全体左闭右井 
区间的集合多不是一个环. 

定义2设 S 是一给定的环. a(B) 是定义于93上取值子 
(― co, +co] 或 [一 ⑺， +00) 的集合函数②如果当 5 2 e8 r 
私 D 氏 =0时，恒有(*(5山5 2 )=«(私）+ 0£(5 2 ),则称《是可加 




■ 


r 


如果当凡^8,14 = 1,2,3,…, 


(札)，则称《是宪全可加的.如果对任* 5段8 


B n 


Ct (灼 >0,则你 a 为非负的.所谓93上的一个测度 a , 就是定义乎 
S 3 上的一个非负的、完全可加的使 a (0) = O 的广义集合 函数. 

I 

注意只要 a 是93上的可加的集合函数,0£(0)关士00,则必有 
«(0)=0,因为从可加性有 a (0)-\- a (0)— a (0). 


①称/为左闭右开的区间，如果 


/= { (xi, …, 0 ： (|);<||< 沁 < 6 0 《,，••,《} 


②集合函数的取值规定，淸阅第西聿开头说明. 




例 2 &的有限子集构成一环％，定义 ot(/0 等于 ，中 元素的 

个数，则 a 便是，上的一个测度.通常称之为计数测度.由于我 

们可以对没的无限子集五补充定义 a(E) = + co, 所以上述 a 可直 

1 

接扩充 到由沒 的全体子集所作成的最大的 (7 -域牙，上去，使之成 
为 A 上的一个测度. 

以下我们讨论如何把 一环® 上的测度扩充成为一个 包含班 

_ 

的 0- 环上的测度的问题.我们先证明一个预备性的定理， 

% 

I 

定理1 若《是环況上的不恒等于 + 00 的非负可加集合函 


歎，则 


(1) 0£(0) = 0; 

(2) «是单调的，即当木 se 折,时, a(4)«B) 


n»l 


(3) 如果《是次可加的，即当 = 2, 


磉攀參 


时 ，恒有 q U a <2«(人)，则 

\ n-l J n-i … 

_ I 

■ J 

_ 

意一串 j n e 況， AnZDA^L »>1, 门人 =0, a(A)< + 00 都有 

n — 1 

& p 

• • 

a(A n )-^ 0 ; 

(4) 如果沢是一个域， 

件是当人€汾， A n ZDA n ^ 


a 完全可加的充要条件是对任 


«(5) < + a>, 则 a 完全 可加的$ 要条 

• • 

co 

1， n>^, f ] 公时，恒有 cc(A n )^0^ 

n^l 


证明 首先,若為於化丄::氏则 

*■ - % 

a(B) ^a(B^A) ^a(A)^a(A). 

I sV 

这证明了 a 的单调性.又由于《不恒等于+ 00,知 a(0) 关+ 
从而 a(0) = O. 这证明了 （2) 和 U)， . ， 
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1， 厂| A n = 0， 令 

71 =1 


如果 a 是完全可加的. A n edl f A n Z ) A n 


= ^4„〜4 n+1 ，tt = l ，2,3," •，则且互不相交, 


—為) U …= U 队 

n~l 


— (^ i — ^ 2 ) U (-^2 


因此 


\ jB n \= a ( A x ) = J ] a ( B n ). 

ri=l ( 71 = 1 

如果 osC^X + co , 则所有 05(4) 也都小于 + OC , 于是 

这 ( 五 《) = <x(i4 n ) 一 0£(^4^+1), 


a(Ai) — lim^^a(Bi) = lim{a(-4i) — a(^4 rt+ i)} 

n-^« { = i n^«> 


二 a (為 ）一 limadi ), 


可见 lima (』„) = 0. 这证明了 （3) 和 （4) 的必要性部分 


最后证明（3>和 (4) 的充分性部分.设 J 5# 札 b = 1,2,3, …是 

oa 00 

互不相交的 ， U J 5„ e 況 ，令戽 = U 私，则儿 

n=i h^n 

00 

，并且门 A n = 0 . 

n=l 

B k . 所以有犰使 a ： eS A 。.而 ar 又属于 A ko+] 


Q B k e ^, A n 

b -1 


= ^4 i 


xe 门』 fl ，则 QB ^ Ax = 

11 = 1 

00 

- U 因而有 

Jc = JlfQ+ 1 

A,>^o + l 使汝扒 p 这与氏 。和化 不相交的条件相冲突.从 ot 
的可加性及 




事实上，若有 


U 

b=l 


n 戽 =0, 


= 


S3 


知 


a ({)= a ( |J 

k 

在 (4) 的情形，应有0,所以在上式中令 《40 o 便得 


=a(A n ) + ^2a(B k ) 


(•> 


U 

fc =1 


!>( 札) 


B 


在 (3) 的情形，如果乏 >( B t )<+ co , 则由 a 的次可加性知 


a(i4i X 2 a (^：) < + °°， 


千是由条件知 a (4 n )—0. 所以可和 （4) 的情形一样得到 


U 

b = l 


= 如果 (队) 

it ~i fo 


+ 0 O .则 （*) 式说明 0£(木> 


B , 




u 


u 氏 

: =1 


通常把定义于环上的不恒等于 +oo 的次可加的非负单调集合 

M 

函数称为这个环上的一个外测度.因此上述定理说明一个环货土 

■ 

的外测度如果在这个环上有可加性，则它是这个环上的一个测度 
的充要条 件是: 对任意一串 A n em f A n ^ A n , x , n ^ l f 如果 


+ 00. 这时自然也有 


B 




+ 0O, 门 4* = 

71 = 1 

设沂是 e 个环.定义 


0，则 a ( A n )^. 这个条件称为连续性 条件. 

1 fc . _ 


A<Z |J 

71 = 1 

易见淡是一 CT - 环，而如果汧本来就是个域，则％即为由 汐的全 


淡={4存在一串4#札使 


4 


体子集所构成的最大的域.现设《是汾上的一个测度,对于每 

一 砍 ，定义 


*(i4) = inf l^aCA^iAiE^R, |J A^A 

1 i^l i^l 


显然#是定义于谈上的广义集合函数, 《(0) = O * 

定理2 V 具有下述基本性质. 

(1) a ^(^)> O , a *(0) = O . (非负性)； 

I 

(2) 当 4 CIB , 卑 Be 淡时, a *04)< a *(5). (单调性); 


，…， m «* LH <!>*( 山) 

\ i^i / <-i 


(3 ) 若 淡, t = l ,2, 


<次完全可加性)； 

(4) 当丑时 ,《* (迟） = a ( J ?). 

证明 （1) (2) 是显然的. （3) 的证明和§ 1中证明外测度的 

I 

基本性质( III )时一样,只要把那儿的幵区间序列 { W 二换成沉 
中 的集合 的序列 { »»} I • 

■ 

现证 (4). 由于 


B = E{J 0 [J 0U #g# f 

99 

的定义知 a * (及 )<« (幻. 另一方面，如果溢#牝 

i = 1 

i * 1 

- LM 

10 ^1 

(五门 A ), 因此由 《 的完全可加性， 


所以由 


* 


= 2, 3, 4,…，则氏€沉，且 


，我们令 B x ^ A l 9 B i - A i 


两两不交，五 = u 

i — I 


U =S«(^n^) 

i^i I <»i 


a ( 起) = 


S5 


(艮) <2>(禹)， 


可见 a * (幻 >«( 丑). 于是 a * (芯 ）= a ( 幻. 证完. 

定义 3对于如果等式 

a *( T ) = a *( Tfl ^) + a % ( TD ^) 

对任意托淡都成立，则称 a 为(关于测度 o 可测的.（由于: rn # 

^t~a 9 茨是环,所以 TnA c e^e.) 

■ 

定理3如果用肌，表示全体(关于 为可测的集合 的集合 


类，则 


(1) 肌 汧. 

(2) 肌 ** 是~ - o *- 环. 

(3) «* 是肌 《* 上的测度. 

证明先证 ( 1 ) •设 廳. 对任意 n 货， 由7= c^n e ) u 
< rn 妒)及#的次完全可加性， 

a ^( T )^( T (] E )+ a ^( Tf ] E c ). 

另一 方面， 对任意 e >0, 由的定义，有為 ejU = l ，2 f 3, … 


使 U a ^ t 9 (木) < a ，( r )+ e •由于咸= ( 木 n 丑） u (^ n ^> 

,=1 # — 1 

a (Ai) = a(A i f)E)+a(A 4 f]^ c )- 


所以 


(T) > 2 a c^) - S < A i n ^) + 2 a (^n^> 


U ( 為⑽ +a U ( 為 _ 

t = 1 J y i = 1 

i=l V i =1 


显然 • 


i \(\EZDTC\E, 
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09 


oo 


U (^n^ c )- [jAAnE^TnE^ 

: =i \ f = 1 / 


因此 


(T)^a(TCiE)^a(Tf]E c ) 


* 


e^a 


上式对任意 e >0 都成立.所以 

a*(T) = a*(Tr\E) +a*(5T 门 r) 


即五6肌^. (1) 得证. 

n 

现证 (2). 首先注意对于 s % Em ^ 9 并集 ALI 私 称 

4 

证明和 §2 定理 2 中的证明完全一样.以下我们证明负一 
私6 肌，. 对于任意贫，还是象在§2定理2的证明中那样写 


成 


T ^ AUB \ JC [ JO,A = Tn B ^ Tr \8 i ~8 l , 

C^fOStOS^D^T-S.-S,. 

显然汔 S , C ， D 球， 且互不相交.令 

T^AUC, 

則: r 2 e 敦. 由怂和 &的可测性， 

(7 i ) + = a *( C ) + a * ⑷, 

a *( T 2 )= a *( T 2 f \ S l ) + a *( T 2 f ] Sl )^ a *( C )-^ a *( B [ jD ). 


T 2 = B\JC\JD f 


* 


a 




a 


因此 


^(T)=a*(A)+a^(B[jO\JD) 

(Tf] m 、、 +a*(Tf] (S.-S.r), 
P A — 肌，，这样我们已证明是一个环. 


* 


00 


U 厶” 
{ 

显然我们不妨假设诸尽是互不相交的.对于 Te 淡由#在淡上 
的次 完全可 加性知 


为证肌2是一 a - 环.设肌 a *,i = i ，2,3, 


S7 






a % (T)^a nt (Tr\A)i-a^(Tf\A c ) 

_ 总是成立的.另一方面完全套用§ 2推论2的证明，易见对任童 


Tf \ =2 a *< T n ^) ? 

/ 


a * 


.所以从 u 


Tn (y 7/ +a a rn \ U 5< 

= S «*( y n ^>+ 


(T) = 


rn 

\ i = i 


=xy( r nA)+ a * m n 出 

i -1 \ \ i==l 


=y]« i<c ( ?7 n-s i )+a*(7 T n^ c ) 


令 oo , 便可由 a % 的次可加性而得 




prn u & 

\ * 二 i 

(TC\A)^a*(TC\A c ). 

:这样我们就证明了乂 G 肌 《*, 即肌，确实是一个 a - 环.最后如果 

oo 

哉们以 (J A 代上式中的 A 注意 a *( LfM e ) = a *(0) 

i^l 


^- a *( Tf \ A c ) 


* 
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=0, 则还可得 


Tf] UM = 2>*( r ⑽) 

(*1 ! i=X 


这是蕴含了#在肌，上的完全可加性为其一特款的，因此是 

肌，上的测度.证完. ' 

上述定理中的定义于 a«a* 上的测度 《* 称为环 K 上的测度 a 
的一个扩张(或延拓).它和原来的《的重要差别在于#的定义 
域肌^已经是一个对可数并运算封闭的 0*- 环.另外,以上我们谈 
的都是环上的情况.如果原来的況是个域，则 se 札从而 
于是肌 《* 也就是一个 a -域. 

定义于集合环汾上的测度《称为是 fc 全的(或完备的)，细果当 
於礼《(幻= 0时，丑的所有子集也都属于 此对于前 面讨论的《的 
扩张# 来说,根据定义3,任何使 0^( 幻= 0的 Ee ^ 都是关于 V 
可测的.又如果洛 f， 则亙的子集也都属于谈.再根据 《* 的单 
调性便知当從肌 a *,f( 丑 ）= 0 时，丑的子集也都 属于趼 ,*• 这也. 

就是说不论原来的定义于沢上的测度《是否完全，上述定义于 
肌。*上的扩张总是完全的.这样我们也就证明了任何测度都一 
定有完全的扩张 

关于 or- 环，和 cr- 域的情况一样,对干忍的子集的任非空 
族 A 在&的子集的，包含¥的 P 环中,必有一最小的 ，即所 有包. 

含 K 的 a- 环的交，它称为由#产生的 o- 环,记作乞（忒：). 

根据前面的讨论，当《是环汧上的测度时，我们可以作出它- 

的一个定义于驭，上的扩张V来.由于肌 ，是包 含沂的一个 or- 

■ 

坏，所以肌（況) • 于是当我们将 a* 限定在％(拆)上时, te 得 
到定义在艺(沢)上的一个测度.它也是原来的 a 的一个扩张.不: 

•媸 

过一般说来，这时V已不再是完全的了.另外，前面我们只是介 
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:绍了一种将定义子环上的测度扩充成为定义于环上的测度的 
办法 ，并没有说这种扩张是唯一的.不过可以证明如果《是有限 
(值）的或心有限的，即对任意 ze 札在拥 中都存在可数多个测度 

有限的使 zc )3 则定义于任何江-环充上的测度化，名= 

£-1 

1,2,只要它们都是 a 的扩张，即充0汧且对此汧有 A (A = a (^), 

*-1,2, 则在艺 Oft ) 上仏和仏必是相等的，这也就是说当《是 
有限或 0- 有限测度时，《在怎(汾)上的扩张 具有唯 一性.这种唯 

L 

一性有时有重要的意义.证明可参见脚 注①. 

k 

d 

% 

除 Lebesgue 测度外，在许多数学何顯中要用到 Lebesgue - 
: Stieltjes 测度.这是由一个给定的“分布函激;”产生的，定义于 R " 

的子集的一个 a - 域上的测度.对于 R n _ t 的函数 / O ) =/0 i ，…， 

如果关于每一个变量/⑻都是右连续的，即都 


有 


lim 你 ，…， A + A, …,; rj 


= /(怎1 J •••, 


勒 J 我们就说 / GO 是右侧连续的.对于 a <6 及，令 

b ) = f (x 


b ， x …，…，〜) 


i - 1， 


I ， 


~ fOh ， …,怎 


if 


定义4称1^上的函数 f ( x ) =/(々，…， ‘） 为 R n 上的一个 

广义的分布函数，如果/0)是右侧连续的并且对于中任意 

_ 

的左开右闭的区间 




1，2,， • • •， 




都有② 

I 

A*/CO = Al (A 2 (***)^n(/j a nf b n )y a n ^ i 9 …， a 2 , 石山 fl l , 6i)^0* 

• • 

现在用价。表 R " 中那些能表成有限多个左开右闭区间的并 


①严绍宗等编著 〆实变函数论与泛函分析>，上册，第二版，第 129—130 页 
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的集合所作成的集合，则汧。是一个环.利用上述〜 (/) 躭可在灾0 

上定义出一个非负的可加集合函数来,并可证明它是汍6上的一个 

测度.于是根据前面介绍的办法，就可将其扩充成为定夂在某 

域肌/上的完全测度.这个测度称为由广义的分 布函数 /(*> 产生 
的 Lebesgu«-Stieltjes 澜度. 不过如要把这个过程具体化，那就: 

要先明确如何利用々去定义沁上的可加集合函数，并证明它确 
实是札上的一个测度.这需荽许多很繁琐的论证.事实上，我们 

完全可以不必这样.对于 R ” 的任意子集 A 仿照在§1中定义 
Lebesgue 外测度那样，我们可以定义由/ 产生的 Lebesgtie-Stieltjeis 

外测度 


( J - 


二 inf 乏 ]〜(/ 山 A 为左开右闭区间， 

(( =1 ): 

然后用几乎完全一样的办法证明 W 也有§ 1中所开列的四条 基 

_ 

本性质.进而用 


U 


fif(T) = i u ； (rn^)+/i?cm^), 

对任何 TdR n 都成立来定义4的可测性，并和§ 2中一样证明_ 

体可测集的类肌/是一 域. W 在疵/上是一完全的度 .； fe - 

骨 - •* 

后同样证明任何开集，从而任何 Borel 集合都是可测的，特别是 

7 

m /： D % 9 由于所有这些推理基本上和 §§ i — 2 中所作过的相尚 .我: 

们此处不再重复.其实 R B 上的 Le ¬ 
besgue 测度就是由 f ( x )= x l x 2 — x n 

% 

% 

所产生的 Lebesgue-Stieltjes 测度 • 


(at tAi) 


(fc » ot ): 


②在》=1 时 #/( ⑷ &])=/(&)—/( a ). 
所以条件 ^ f > 0 就是说 / Or ) 是 R 1 上的递增函 


数.当 找= 2, Z { (怎 I ,疋 2) ;， 

02<； C 2<&2} 时， 


~f(bi f ai) +/(ai,a 4 ). 

(参见附图及本书第一版第 134— 135 页> 



作为本节的结束，我们要就最简单的情形，对近年来有广泛应 

s • 

用的 Hausdorff 测度和 Hausdorff 维数作点简单介绍，它也是前 

_ 

面介绍的抽象测度的另一个具体的例子. 

r ■ 

R 1 上 的一类 Hausdorff 测度 对于固定的实数 p >0 及任意 
^ CR ! , e 5>0. 定义丑 J 04) 为 inf 芝]此处 A 都是开区间, 


1八1 表 h 的长度，下确界是对所有能覆盖』的每个的长度都不超 
过<5的有限或可数开区间序列取的，即 

% 

HhM ) 


= inf l ^\ I,\ p ；h 为开区间， KI Ad |J 

' Jc —1 A/ —1 

显然，对于固定的 i ) 和牟在 <5 减小时 jyj ,,04) 只可能增大，因此 
lim 是存在的(这里允许 + CO 作为极限)，我们定义 A 的 

少-维 Hausdorff 外测度丑为 lim %, ,(4)，即 


H *( A )= lim H ； $ d ( A ) 

^ ^ _ *■ 


曲于区间的长度具有平移 _ 变性，所以烏见 Hausdorff 外测度也 
4平移不变的，即对于任意於 R 1 , 4 CR 1 都有丑 JOr + Z ) 




Hi ( A ). 另外这样定义的 Hausdorff 外»度还有下述类似干 Le - 
besgue 外测度的基本 性质： 

‘⑴ 的 > 0 ,丑 J (如= 0 ; 

_ 

( ii ) 若 ZCS , 则 


U ^ <2]扪（禹)； … 

0—1 J 10 X 

( iv ) 若 p 04, B )= rf >0, 则丑5(乂1^)=好|04)+丑 

牲质⑴， W ) 是显然的.性质 ( Hi ) 的证明只要注意对任意3：>0 
湘 e >0 , 都可仿照§ 1中证明 Lebesgue 外测度的性质 ( iii ) 的办 


(iii) H 
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法得到 


U a, )^^HUA k ^+e 

S ： -1 J /C -1 

即可完成.至于性质 (iv), 同样是可以仿照§1中的证明去 作的， 
不过由于当 0<3<rf 时,任何一组覆盖4 U 5的，每一个的长度膝 
不起过3的开区间都可自然地分成两组，分别覆盖4和&所 PL 

实际上这时已有孖 J, a ( AUB ) VH % tb ( B ), 

Hausdorff 外测度的另一重要性 质是： 

(v ) 丑?参考 §3 习题的第6题). 

这是可以从容易得到的恒等式 


Hi , 


H* r>x ,{XA)=^H* ti {A) (( 5 > 0 ) 


直接导出的. 

命理1若穿>史，丑 JC4)< + oo, 则丑 9 *(4)=0,从而若0< 
丑 $(B ), 则 ffJ(J5) = +oo. 

证明显然，只要证明前一结论.注意当区间/的长度 
<5时，所以如果 


Ad (^，丨八⑹’灸二 1 , 2 ,…, 

io 


m^^rOO 


则 




因此 




令 (5-+0+ 即得 

命题 2 p = 1 时， Hausdorff 外测度 W 就是 Lebcsgiie 外嬾 

度 m % 即丑： （,4) = m*A 对一切 A < zR l 成立. 

证明从定义即知对任意 AczR 1 及 <5>0都有 «*M<： 


3 


H \ 96 { A ), 所以 (4)• 如果 = + 叫则 = 丑 f (办:. 

自然成立.如果 mM <+ co , e >0, 则应有开区间序列 {/ n } ，使 


忙 U J 

71=1 


^>2 i /, i - 

7l~ 1 

由于对每一区间 L 及 6> o , 我们都可以取一组开区间 U ^}, 

m n 

j^J I n9 jf \ Inf j 

)=1 

S HI <\ J n\ + ^nf 


m 


e 


<6, j = l ,2,3 ，…; 


所以成， 〆 /j <\ In \+^ 9 从而仏 OnX |/ J +^ r . 于是从基本性 


e 


2 


质 ( ii ) 和 ( iii ) 便知 


e 


HKAXj^H^InX 21^1 + 2 

> n — \ n=l ti = l 

注意到 fi>0 是任意的,便有 H *( A )< m * A . 证完. 

推论若 J 是一非峴化区间，则町 (/)=UI, 而当0<史<1 

—+ oo; 当； 》1 时，丑；： <7) = 0. 特别是/0(把）=+ 
如果及;:（化）= 0,如果？ >1. 

证明当 J 为有限区间时，从命题2及命题1即得.如果/是 

一无穷区间，将了分解为可数多个有限区间的并,即可从基本性质' 
<ii) 和 (iii) 得到本推论的结论. 

虽然 Hausdorff 外测度与 Lebesgue 外测度有许多相同之处， 

但从上述推论我们看到当 P > 1 时, R 1 中任何区间，从而任何子集 
j 的 Hausdorff 外测度 HJ(4) 竟然全都是零，因此以下我们主要 

考虑 0< p <1 的情形.此外，在0<?<1时，即便」是有界的，也 
还可能有丑5 (^) = + oo, 这展示出两种外测度的显著差异. 


<mM + 2 e 


2 


oo 
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点集 AcR 1 说是关于可测的，是指对于任意 rcR 1 等式 

H*(T)=Hl(TpiA) + HUTf]A c ) 

都成立.于是和在§2中一样可以证明所有 关于巧 可测的集合, 

H _ 

构成 R 1 的子集的一个 域 M P . 限制在肌，上时，丑 J 是完全可 

I 

加的，从而是一测度.另外， R 1 中的任何 Borel 集合还都是于 
丑立可 测的.由于所有这些事实的证明都可套用§2中相应结论 
的证明，我们在此不再详细讨论. 

对于固定的 XcR 1 •令 


y 0 = inf if ) = ?>0}, 

称之为 Z 的 Hausdorff 维数， 记为 404). 如果不是对所有的 

. 

p >0 都有丑 J ( Z ) = 0,即存在使丑?(4>0，则这个交一定 

I 

_ 

不大于1,而且由命题1知,对任何 p < q 都有 C4) = + CO, 即数 

集 {jp;/：^04)=0}C：[ g ,co), 故 


0< Po < l * 

若 0< y < p 0 , 取 〆 使 p < p ’ < Po , 则孖 L (0>0,由命题1便 
有 / f |( Z ) = + oo ; 当 外时, 必然有 = 因为如果 

丑]?(/1)>0,则由妁的定义有 妁使妁 伹从 

命题1却应有丑! 1 (4) = + ° 0 ,产生矛盾，总之 

+ co , 当 0< p <》。. 

当 P>Po- 

从命題2的推论，当了是非脱化区间或 kR 1 时， 

S 

+ 00，当0<》<1， 

D, 当 ^>1. 


H ；( A ) = 


0 




所以 


由于对于任意？>0,单点集何的 Hausdorff 测度都是零，从 
而 R 1 中任何可数点集的 Hausdorff 测度都 是零， 所以若 J 是 R 1 


中的可数点集， 贝^ 〆 4) = 0. 另一方面,从命题 2 ,任何具有正的 

Lebesgue 外测度的集合的 Hausdorff 维数都是1,因此如果 JR 1 的 
子集4的 Hausdorff 维数 “(4) <1,則一定有 m * A =0 . 那么有 

没有 Hausdorff 维数大于零而又小于1的集合呢？ 

Al 

例3 Cantor 集合<7的 Hausdorff 维数 d 3 ( C ) — log2/log3. 

•. • • 


产生过程易见 


^2 =M 7T + ~rr^ 


p(C u C z )=—> 


3 


所以从 Hausdorff 外测度的平移不变性及基本性质 （iv) 和 (v) 知 
对任意 P >0 都有 


Hi ( C z )= H ;( C 山 4- //;⑹， 


(i) 


丑立 （ O 丑？ （ C ?!) 十丑？ （ C 2 )=2 


H ； (C) 


因此，或者 H *( C ) = 0或 + co , 或者0 < //? ( C ) < + 

p = log 2/ log 3. 如果对于 po = Iog2/Iog3, 确实有0<孖?。(4?)< 

+ 00,则由命题1,当 p > p 0 时丑 J(C) =0;当 0 < P < Po 时丑 J(C) 

+ oo, 从而便证明了 “((?)= 妁 =log 2 /log 3 . 下面我们就来证明 
0< ff ^( C )< + oo . 


OO 




) 的长度 UJ<(5,Cc：U A 

4^1 


设 <5>0,开区间/心_ = 1,2,3, 


« * • 


令 


I ( P^4rI 


八 2)= ^ r +~? r ,<， 


t = 1,2,3 ，…, 


if 


3 


3 


IJ C lC =U 斤， [J If . 注意 I If I 

t =1 < = 1 ^ d 


， ♦= 


96 


1,2,3, …，所以 


2 U?) I 〜>丑; 。+⑹ )，sI 
< =1 < »1 


>， 


于是由 




p % 


= 2( e" log8 ) log2/loga = 2( e ^ log2 ) = 1, 


IV * 


j / a )| Po + |/(«| p 5 = 




3 


i =1 i * i $^1 


便知 


2i^! Pc >^to^(Cy) + 丑； 0 , ^(C 2 ) = 2H; q ， id (C x ) 

x = 1 - 


Po 


Ht 0 ^ d ( C )= H - 0 iid ( C ). 


= 2 


从而丑。⑹可昜由丑 J 。，， 的定义，当 <5>0减小时, 

丑 UC ) 是 5 的递增函数，所以我们有 Hf Qi & ( C )^ Hi 09 ii ( d)M 

% 

意到这里的^>0是任意的且 Hi ofi ( C ) 作为<3的函数的单调性, 
便知丑;。 ,,( C ) 实际上是不随3而变的 • 因此 H * 0 ( C )= ff } ti ^ C ), 

易见孖5。， 2 (0<丑|。， 2 ([0,1])<1,所以丑|。(0<1<+ ' 

为证丑}。(仍>0.取仏使0<仏<1/3.设 {/ J 是 C 的任意 

一个有限或可数开覆盖3”_.由于 Q 是一有界 
闭集，由 Borel 有限覆盖定理，我们总可从讥}中选出有限多个区间, 

m m 

，，…，凡，使 Cc : U 于是 HlKi 卜 W 。. 如果我们 




7 


m 


能证明这时总有 g ! «/,• I 

( iy ° ，从而丑, 

令 Zo = min {| 心 |;j = i , 2 , 

意 p ( c ,， c 2 )= f >&, 而每一乃的长度都不大于(5。,所以可以把 

W 分成 两组： {/,-,!} A , {Ji ， z} i m Jl , 

覆盖 G 和这时 


，则由定义即知丹 

f 0,占0 ( C )> 


Po 


>0. 以 下我们就来证 




[:| 


， w } ，贝 (I 0< Zo <(5 o <~^. 注 


使它扪分别 


1 一 




2 


m 


m 


m 


2 


2 2iu p 。十 Si^ 2 | 


Po 




m 


2 


如果 2] 1 An I 2] K ，21 %则令 


J \ = 3 J 


t = l 9 2 r ^ 9 m f ; 


T m 


iflf 


否则令 


i = l ,2. 


umwm 


= m 2 


注意 。 o 


T + T c9 便知的一个新的开覆 




2 


3 


盖,并且因3〃。= 2, 


mf 


W ! 


： 


I P 。= 3，。 2 I 乜少 0 或3外2 I 乃， 21 

4 = 1 J ^1 S m l 

<|] w 。 


Po 


J= 1 
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如果 / 1 = min {| J；|;i = l ,2, 


则上式 说明 ; s 


p °. 证明即已完成.如果,则以 (/)} 尸二代替原來 
的{^} iS , 又可重复同样的作法而再得到 e 的又一个新的有限开 

■ A • 


盖{乃}以，使 w 。： 如果乙= 

i = 1 i = 1 i = 1 : 


min {| 乃 |; j = l ,2, …，则证明已完成.否则还可重复 


上述步骤.注意 

复有限次后，所得出的区间中就必定至少有一个的长度不小于 
1/3,从而完成整个证明. 

上述例子说明了有 Hausdorff 维数大于零小于 1 的子集.其 

实对于任意 0< d < l , 都可作出 R 1 的子集2使心 (4)=^. 因为 
这时若令 l = exp {— log 2/ rf }, 则 0<|< l /2. 仿照 Cantor 集合的 

作法，先从 [0,1] 中去掉以1为中心，长度为 S 的一个开区间，然后 


所以上述作法在重 


•• 


2 


从余下的两个区间中各去掉一个以区间的中心为中心> 长度与 I * 

的开区间，第三步从余下的四个区间中各去掉一个以区间的中心 

为中心长度为 P 的开区间,依此递推,最后得到的集合木的 Hau¬ 
sdorff 维数便是一 lo g 2/log| = ( Z . 关于这点的证明完全可以仿 

照上述例子进行.我们把它作为一个习题留给读者. 

虽然都是 Lebesgue 零测度集，但却可以有不同的 Hausdorff 

维数.所以可以用 Hausdorff 维数来对 Lebesgue 零测度集作进 

一步的分类,从而常常使对几乎处处成立的现象的研究得以深化. 

以上我们谈的都是 R 1 上的倩况.其实对一般的 R B 中的子 
集 j 及？>0,同样可以定义4的 r 维 Hausdorff 外测度，这只要 


r 




把定义中区间的长度换成圆球的直径 . 这种髙维空间 R" 中的 

Hausdorff 测度，对研究 R n 中的低维子集常常是有用的 _ 


习 


1. 试就沉为域， a (汶) < + oo 的情形证明 a 在 K (況）上的扩张是喉 


一的 


2. 证明趼 p 是一心域 ，奶在 趼，上是一测度 • 

3. 证明本节末尾所作的集合冯的 Hausdorff 

— 一 log 2 / log 


運 A 


i 


too 


第四章可测函数 


为了引进新的积分，我们需要考察定义在《-维欧氏空间 R 
中的可测子集芯上的函数，此处所说的函数都是指的单值实函数 
不过我们也取 = CO 为值.我们规定 

( + oo) + ( + oo) = + oo^ (00) + ( — oo) 

对于任意实数都有一 oo <«<+ 00且规定 

fl+ (+ OO) — + OO, fl+ ( — 00) = —oo, 


n 


= — * 




而对于 6>0,C<0, 则规定 

6 • ( + oo) = + oo, 
c* (+ oo) — —oo, 

(+co) • ( — go) = (—co) • ( + co) ^ —CO, 

I 

(—co) * ( —co) = ( + CO) • ( + 00) 

I 

至干 （ + 00) — (+00), (+00) + ( — 00),(— CO ) — ( — oo ), (— oo > 

+ ( + 00), 则认为是不被允许的运算.在一般情况下，也 不允许 

0 •(士 co). 


i 


&• (― CO ) 

( — oo) 


— ° 0 , 


OD 


C 




oo 




可测函数的定义及其简单性质 


设丑是 R " 中的一给定的可渊点集，000是在！上定义的 
函数,如果能将五分解为有限个互不相交的可测子集尾，馬, •••,& 
的并，使得在每一个 A 上,000都恒等于一个常数则_们就 
说 0 O ) 是1上的简单 函数. 显然,定义于 E 上的函数00^是 B 上 
的简单函数的充要条件是存在！的有限多个可测子集為，私，…, 


心及州个常数 c !, C 2 , 使在五上有 
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H X ) Z=Z ^ C i ( PE i (^)p 


此处是 A 的示性函数. 

在新的积分理论中,简单函数应该认为是可积的，而如果我们 
希望新的积分在极限交换次序方面充分灵活，那自然该考察简单 

n 

■ 

函数的极限（当然一般不再是简单函数)所构成的函数类. s 此我 
们引进下列槪念. 

定义1设五是 R" 中的可测集， /Or) 是在芯上定义的非负 
函数，如果 存在五 上的非负简单函数列使 

0 <妒 1 (工 ……， 


则我们就说 f ⑻是 E 上的非负可測函数或说 f ( x ) 在忍上非负 


可测 


为了阐明函数的非负可测性的几何意义，我们引进下述概念 
定义2对于定义在 R” 中的子集芯上的非负函数 f ( x ), % 
R 1 ^ 1 中的子集 


{(x,z); x^E 9 0 < 2 </ 0 )} 

为 /Or) (在五上） 的下方 图形.记为 G ? (灼 /)• 当五 = R tt 时，还可 
简记为 G(/). 

例如果 9 ^ 00 是 R tt 中可测子集 E 的示性函数： 


1，当:^丑， 

I 

0,当 xeE $ 

W G(E, <p s )=ExiO P 1 ), 6T(9^) = R n x[ 0 , 1 ), 这都是 R 


史忍（工〉 = 


中的可测集.稍一般点，如果0(工）=乏]<^10)是 R 11 中的可 

i -1 
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护 ) = U (A x [0， C i^}f 所 

i = 1 


测集合 及上的 非负简 单函数，则 G ( B ; 


似 G ( E ; 攸 R n +1 中的可测集合. 

_ ' 

以下我们总假定丑是 R n 中的一可 测集合，并不再逐次 声明. 

■ 

_ 

定理1如果 / O ) 是 R B 中的可测子集芯 上的非 负函数，贝 1 J 
下述各款相互等价： 

( i ) /( 幻在丑上非负 可测； 

( ii ) 对任意常数 Blx ; f ( x )> a 2 = { x ; x ^ E , f ( x )> a } 都是 

R n 中的可测集合； 

( m ) f { x ) 在及上的下方图形 (?( 的 /) 是]中的可测集 


合 


证明 （ i )#( ii ). 设 




其中 m 工 y 2> 产〜 r ⑷是芯上 

i = 1 

<於^办)，》1 = 1,2,3,—，则对于任意》*, Elx ; 都是一 

•些辟°的并，所以总是可测的，而 


的非负简单函数 


丑 1>; /(x)>fl]= U E\ix; Ip m (x)>a^ 

m— 1 


因此方[>;/00>幻是可测的. 

( ii ) 冷 ( iii ) 将全部正有理数排成序列 PJlU , 令恧- 
JO ; /00> r m ], 7»>1,则尼 n 是中的可测集，从而^ = 
^x[0, r m ) 是 R ft+1 中的可测集.当 Or, z) eG m H, 

0^ z < r m , 从而 a :6 芯， Q < z < r m < f ( x )， 所以 （ x , z ) 泛 G ( E ; f ), 


可见 
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\jG m C：G(E; f) 

m=：i 


另一方面，如果 (>, 2 )%(忍 ; /), 则 K 丑， 0<z<f(x). 由有遒士 
的稠密性，应有某一 ^ 


2< T mo </( x ) •于是 x^BZx; 


) = G m(> Cz \ jG n . , 

m=»i 

之 G(E; /)= 因而以的乃应是 R " +1 中的可测集. 

m=i 

1 

( iii ) =>0). 若仍灼/)是 R B +1 中的可测集,则 

E[_x; f{x)>a] = {x; x^E f (x f a)^G(E;f)}, 

所以 ^ i ; /( z )> fl ] 是 = G (丑； /) 在 

章 §4 定理 3, 几乎对所有的可测.当然这种 
使 £ T >;/ O )>0 f ] 可测的 a 在 [0, +03) 上是稠密的，从而对任意妳 

«>0,都可以取一串‘ | a 使 E^x; /(工)>、]总可测,于是从 


f ( x )> r m J = E m . 从而 0 , 2 )€瓦„，[ 0 , 


r m 


处的截口 G a . 由第 


E \ ix ; /( j ;)> a ]= (J 

m=l 

便知也可测.注意到当 《<0 时， E \： x ; f ( x )> a 2 = E 

及 对任意 a 都成立的等式 


/( x )> a ]= f ] Elx) f(x)> 

t =1 


X； 


Jc 


我们又可知对任意常数 a , 所> ; / Or )> fl ] 也可测.于是对于任童: 
常数《,卜集合 ， 


E^x; a</(x)<6]=^[«; /( 工） >fl]- 五 [>;/(x)>&] 


也是可测的 • 

对于每一正整数 m ， 及1 = 0,1,…，令 
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I 


k 


E m “ = E 


2 


及 


芯 mW =五1>; 


则这是一些互不相交的可测集合，丑 =LI E m ， k . 定义简单18数 


k 


⑷ ： 2 ] ㈣ 〜/工)， 


易见 


妒 m0*0<t+】00 (W>1). 

:以下我们来证明 limtOO = /CO ，反^ 

如果五使 / Oo) = + °°，则对一切 W， ^^ mffn 2 m , 所以 


^PmM =^S 


+ oo = /0o); 


如果 /( A ) 关 + co, 则可取正整数 m 0 > f ( x 0 ). 从而当 «i>m 


时， 


l/(^o) — ^mC^o) I = f( x o) — 


+ °° 时，巧—0,所以此时也有 lim^O。) =/Oo). 证 


注意当 


— > 


-完 


上述定理说明龙上的非负函数 /oo 在丑上非负可拥等价于对 
任意常数 a, £[>; /(30><1；]都可测.引伸这个思想，我们除 ffl 

定义3 设 /0*0 是 R ° 中的可 测集合 五上的函数 ，如果对于 
任意常数 a, 五!>;/(：0>«]都可测，则我们就说 /O) 是 NE 上的耳 
:测函数， 或者说/00 在 E 上可涮. 

定理 2对于 R” 中的 可测集合丑上 的函数 /(乃，下述各条 
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件都是使 / CO 在亙上可测的充要 条件： 

(0 对任意常数都可测; 
( ii ) 对任意常数都可测; 
( Hi ) 对任意常数 fl , 五 0;/( x )< fl ] 都可测. 

证明因为 


瓦 O; /(x)>o]= f] E z;f(x)> 


a 




k 


Elx; f (: r)<a] = E~E[x ； f(x) >a ] ， 


Elx ; f]E 

K~l L 

五 O; f ⑻ >a> E-E\ ： x ； f(x)^aj. 

所以 /0)可测=>(0^>(11)=>(即=>/0>可测. 

推论 1 如果 / O ) 在五上可测，则丑1>; / O ) = + w ] 和丑 Of 

i ^ 

yoo =_° o ] 都是可测集合. 

证明因为 


%/0)< a+ir ， 


E L X ； /0) = +oo]= 门芯 0;/(x)>;z ]， 

fl = l 


五 [x; f(x) = —oo2= p| E\^x;f{x)< — ri]. 

n-t 

定理 3 如果两个函数 / O ) 和 〆 幻在集合丑上几乎处处被 
等,则当其中的一个在芯上可测时,另一个也在疋上可测. 

证明因为对于任意常数 fl , 丑 O ;/ (工 ) 2 > fl ] 和五 o ; g ( x)>$J 

都只能相差一个测度为零的点集,所以当其中 一个可测时, 另一个 
也可测. 证完. 

定理 3 说明了在讨论函数的可测性时，可以任意改变 函数在 
--测度为零的子集上的值 * 因此 我们也 可以允 许所讨 论的函数在: 
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S 的一个测度为零的子集上没有定义. 

定理4如果 / oo 是丑上的可测函数，私是丑的可测子集, 

则 /C0 也是私上的可测函数.反之，如果已知 /O) 在每一个 A 


上可测 

i = 1 


上都可测 ， i = 1，2,3,…,则 /( x ) 也在 


证明因为对任意常数 a 都有 

丑。[:; K x )> a 2 =丑 。 n 丑 o ; /(^)>«], 


i = 1 


定理 5 如果两个函数/(功和 〆： r) 都在 W 上可测，则 
0) c/CO 在万上可测 （ceR 1 ); 

(ii) 当/0) +〆功在五上几乎处处有意义时， f ( x ) + g ( x ) 
在五上可测； 

(iii) 聲/⑷〆 i：) 在芯上几乎处处有意义时，/⑷办)在 f 


上可测 


证明⑴若 c = 0, 则 c/OO 自然在万上可测，若^#0, 
则对任意常数 


五[怎;/(:)> 〆 《]， c >0, 

五 [ x ;/( x )< c ，】 a ], c <0* 


E [ x ; c/(j?〉>a] = 


因此 c /( x ) 在五上可测. 

( ii ) 不妨设 /(功+ 5^) 在五上 处处有意义. 将全体 有理数 
弟卜 成序列 { r •山 对于任意常数 

丑 1>; /O) + 夕 0 ) > a] = 五 1>;/( 工 )> a — 夕 0 )] 


二 (J f (^)> ri > a ~ g ( x )2 
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U (五[>;/ ⑺〉 n]n 五 0;«-穿00<?\]) 


u 
1 = 1 


( E [ x ; f ( x )> rJf \ E ^ x ; g ( x )> a - rJ ). 


丑 [巧/⑷:^以矹^^⑷:^—心都是可测集钇所以 EZr f f(xy 

p 

I 

+ K ^)> a ] 也是可测集合. 

( iii ) 令 


五 1 = (五 O ; /( r ) = + os]n E ^ x ; g ( x )= + oo ]) 

U ( 五 [>; f(x) = -°o]f| 五 O; 9(x) = - co]), 

^ 2 = (五 [>;/( ar ) = + oo ] f | E [^ x ; g ( x ) = — ooj ) 

% 

U (五 O; /O) = - OO] n E£x; g(x)^=- co]). 

由推论 1 知 A , A 都是丑的可测子集.在尽上 / OO〆 为 s + 
在坞上 f ( x ) g ( x )~ — co , 所以 / O ) Ka0 在 尽 ，尽上都是可测的. 
于是我们只要证明 f ( x ) g ( x ) 在 E S = E — （良 \ JE 2 ) 上可测 即可.在 

s 

仏 i h ( x ) = f ( x 、 + g ( x ) ， A 2 00 = /00— P ( X ) 处处有定义，由定: 
理 4 及已证明了的⑴和 ( ii ), h x ( x ) 9 A 2 00 都是 仏上的 可测凾 


OO 


注意 


E z lx ; h \{ x )> a ] 


孜 3 , 


a<0, 

E z £ x ; Kx )> VT ] U 丑 3O ; \(怎>< — VT »0' 

所以 W 0 O(i = l , 2 ) 也都是尽上的可網 l 函数.于是 




便也 是&上 的可测函数.证完. { 

定理6如果 {/mOOlliS 五上的可测函数序列，则 

( i ) h ( x ) = sup l ( x ) = infy m ( x ) 都是五上的可测: 


tn> 1 


m > 1 
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齡; 


( ii ) U ( x ) =lim sup / fn ( j ;) > ^( j;)=lim inf f m ( x ) 都是五上 

rn-H» 

:的可测函数. 

证明对于任意常数 


E [_ x m y A ( x )> a ] = 

m=l 


所以 ACr ) 是在五上可测的，又 

Z(*r) = — sup(—/ m (x)) 

m> 1 

所以 〖0*0 也在五上可测.最后 


U ( x )= inf sup f m + k ( z ), 

m>l k>0 

以 x) = sup iuf 

m>l Js>0 


因而从 （ i ) 知， r ( x ), rO ) 都是万上的可测函数. 

推论2如果亙上的可测函数序列 {/«0 c )}^ U 在五上 ) l 乎处 
处趋于 / O 0, 即 


f ( x ) = lim f m ( x ) 


于五, 


IJ / O ) 在丑上可测. 

对于在点集芯上定义的函数 /( X ), 规定 /( X ) 的正部和负部分 


别为 


广 O)=max{/O) ， 0 }， 


与 


/■(x)=max{_/(x),0 }， 

则/ + 00和/七)都是丑上的非负函数.由定理6的⑴， 当 fOc ) 
在 E 上可测时 /+( X ) 和都是忍上的可测函数.另一方面， 

S 

/0)=广(：)-/ _ 0), 

1/⑷ I =/+00+广0). 


IQ9 • 


因此当广⑷和 nx ) 都在 e 上可测时 zoo 和1/001也在 w 上可 

■ 

测.这也就是说我们有下述 

定理7 / o ) 在五上可测的充要条件是/+(4和广00都在及 
上(非负）可测.当 / CO 在疋上可测时，1/001也在芨上可激. 

定理8如果 /0 O 在五上可测，并且规定/00=0时, 

卜 < X ), f (： r )= 士 oo 时， ^=0,则_也是丑上的可激 


f (^) 


函数 


证明 令火功=7^由 


]) 




二 E[x; /(x) = 0] = 


知私是五的可测子集.又 

E[x; g(x)<al 


E 0 [J E' x;0<f(x)<— 

馬 U 所 >;/O)>0], 
E,[JB] ： x;f(x)>01UE\x;f(x)<^ , 当《 < 0 , 


当 a>0, 


所以^ >; 对任意常数 a 都是可测的，即^ >) 在丑 Jb 


可测 


习 


1- 证明五上两个简单函数的和与乘积都还是及上的简单函数. 

证明当/(幻 既是尽 上又 是&上 的非负可测函数时， /Or) 也是丑 ill 
上的非负可测函数. ： 

3 - 设 m£^< + co, /化)是丑上的几乎处处有限的非负可测函数，证明计 

任意 e>0, 都 有闭集，(=方，使 m (丑一尸 )0, 而在尸上 /Or) 是有 界的. 

设{八(的}是可测集合丑上的非负可测函数序列. 证明： 如果巧# 


2 . 


4. 
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£> O f 都有 mE [ g ；/ n ( 3 ?)> fi ]< + oo , 則必有 

limf H (x) — 0 a* e •于及 


r-Ti 

t'i 


又问这一命题的逆命题是否成立？ 

I 

5 . 设《^< + 00,/⑻在龙上非负可测,证明对子任意 y, 為厶及㈤/(办 

=y] 都是可测的，进而证明使 mi^>0 的 y 最多有可数多个. . } 

6. 证明如果 /Or) 是 R" 上的连续函数， m/(W 在1^的任何可测+集 

I上都可测. — 

7. 设 /Or) 是 H 1 中的可测子集及上的单调函数，证明 /( 的在及上可测. 

8. 证明 R" 中可测子集五上的函数 /Or) 可测的充要条件是存在五上的 

一串简单函数於使 


j{x) ^ Iim ip m (x)(z€E). 

_ 

9. 证明：当/ 1 (00是見〔11~/ 2 (20是唇(=：^中的可测函数 |1 旦八(的 

p 

I 

■ 

•/ 2 (y) 在丑 = Ax 仏 上几乎处处有意义时，是丑上 的珅测 函数. 

10. 证明： 如果 / Op ) 是定义于 R” 上的可测子集丑上的函数，则 /0r> 

在艽上可测的充要条件是对 R 1 中任意 Borel 集合£, , 

f 、 B ) 毳 E[wf(aOeB] 

1 

都足五的可测子集，如果 /Or ) 还是连续的，则还是 Borel 集.（提示: 

s 

用％表 R 1 中那些使 TKS〉 是五的可测子集的 B 所构成的集合族，比较取 

_ 

和 Ri 的 Borel 集合类 9 S .) 

11. 设/0«0是五上的可测函数,〆 y) 是 R 1 上的连续函数.诚明 

是五上的可测函数〆注意：如果/⑷在 R” 上连续, i7(y) 在 R 1 上可测, 

• • 

1 

未必可测.特别是 / Or),?(y) 都可测时 7[/0r)] 未必可测 .） 

h) 是 R n 上的可微函数，则 


12. 证明： 如果 /Or)=/(：r 


/(L ，…， ') ，多 ’ =1 ， 2, … 




dxi 


都是 R n 上的可测函数. 


Egoroff 


在数学分 析中， 我们不 止一次地遇到 过一致 收敛的槪念.在 


Hi 


讨论连续函数列的极限函数的连续性时,在讨论逐项积分、逐项微 
分等问题时，都出现过要求一致收敛的条件.另外我们也知道即 

使函数列 {/«<>)} 处处收敛于/00, fnW 也可能不一致收敛于 

■ 

/00. 例如九00二，在(0,1)上处处收敛于0,但是它并不是一 
致 收敛.不过不难看出对于任意正数心我们只要从 (0,1) 中去掉 

一个长为 e 的小区间 (1— 61)，便能使在余下的点集上具有 

■ 

一致收敛性.这就是说，当函数列在丑上不一致收敛的时候纟我 fll 
仍然有可能从丑中去掉一个“很小”的点集 e， 使在 五 一e 上涵数列 
是一致收敛的.这就是下述 Egoroff 定理. 

定理1 (Egoroff 定理）设 

I 

( 1 ) mE< + co, 是芯上的一串几乎处处取有限值的 

可测函数， 


(2) \imf n (x) = /(：r)a. e •于五,且 |/(工）丨 < r ooa. e. , 


则于任意正数3,恒有可测子集 e , 使而在艮=丑一 e 上 

一致地收敛于 /(>)• 

为了证明 Hgoroff 定理,我们先证明下述 引理： 

弓圍设{/„00}是五上的一串只取有限值的函数,/(功是在 
E 上定义的只取有限值的函数，则所有使/„0)不收敛到 /(i) 的 
点*所作成的集合 D ,可以表成 


JO =1 J /= 1 ft 二 N 


(*) 


的形式，其中…是任意一串单调地趋于零的 


正数 


证明设 即仏 (^)}不以 / Or。) 为极限，因此应有 e>0, 
及一串正整数 




〜 <8 2 <B 3 <".<h<“〜OO 
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I 九 ‘⑻ 一 /O 0 )|>e 


自然，只要&充分大，就有 




所以 


»o^|J E^x; I f n (x) >cj (iV = 1,2,3 ，…〉 


从而 


o e fl U !: 

1 n=N 




于是 


^ e u n u e ^ x； 

JO = 1 Ti ~ iV 

〆 

I 

反之，设 n Q ^ Cir ； 

fc=I N= 1 n=N 

03 09 

门 \ jElx ； 

i n^jr 


i I 则有使 


T 


所以对任意正整数 


U 丑 I>; 1九(：)一/(龙 >[>〜 0 ] 


可见对任意正整数 W 恒有使 

\ fn s M ~ f ( x 0 )\> e kil . 

这证明{/»(%)}不 收敛于 /O。)， 亦即 if # 仄 0) 式 得证. 

现在我们 来证明 Egoroff 定理从假设 ，使 /0O, /办)， …, 

f n (灼 ，…中至少有 一个在该点的 值为无 穷的点 ^构成 一测度为零 
的 点集.我们可以先将它从 W 中去掉 ，然 后在 余下的 集合上讨论. 


11} 



所以我们不妨假设/(功和各九(工)都是在 W 上处处有限的.我行 

要证明的是对事先任意给定的3>0,都可以从 E 中去掉一个测度 

， *■ 

/ J 、 于3的集合 e ， 使在 E - e 上, r )} 一致收敛于 /( r ), 这也就 
是说要使之对任意00,都能有 I 使时， \ f n { x )- f { x)\<e 

% 

_ 

I 

对一切 xeE - e 都成立.显然,如果 {〜} 是一串下降于零的正数， 

则上述要求只要能对每一 ~都满足就可以了. 

既然要的是在 E ^ e 上 If 办） — f (工 ）1 < e k ( n ^ N k ) f 集合 


oo 


U E[_x; \f n (x)-f(x)l^e k ] 


e 


k — 


n = N 


中的点自然应当去掉，此处是一个正整数 


OO 


f e - u e t 


如果对于每一个 g 我们都用〜来表示上述的集合 


k=i 


则在五_ e 上九 Q ) 必定一致地收敛于 f ( x ). 因为于任意 e >0, 

总有 e Jb < e . 于是当时，如果— e ， 则所以 

I <£*<£. 

_ 

因此,如果我们用上述的方法去掉则显然{九00}在 E-e 

I 

上一致收敛于问题在于如何保证 me < d ; 注意到在上述过 
程中，我们对 W 并没有作任何限制，因此我们自然可以 取乂充 

I 

分地大，以使 we * 充分地小. 

因为/„00不趋于/00的点所作成的集合是 


O 0 


p=u n u I 尺⑷ — ，⑺ I > 


!0=l 1 n^N 


而/»(工)3/00,所以,从而 


N= i 


由第三章， §2, 定理 5 便得 
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\jElx;lf n (x)-f(x)\^e k l = 0 


li 


m 


llfll 


及 ）00 


n 


可见只要取得充分地大，我们便确实可以使充分地 
小，比如小于;对于每一个 b 我们都这样去定则于 


2 


= U e 幻有 


允=1 


<5 


U e * 


<5. 




w 


■ 


k 


2 


fc«i 


Jb=i 


Jb = 1 


至此定理得证. 

注意 对 一 e 有 mE d — mE — me^>mE — d 9 故定理也可 
叙 述为： 有 E S CZE 使 mE 》 mE — d ， 而 {九(怎)} 在忍 a 上一 致收敛 
于 / O ). 


上述定理首先为俄国的数学家 Egoroff 所发现，发表于巴黎 
科学院报告上①.它说明几乎处处收敛与一致收敛的关系.同时 

I 

这个定理也常常戍为处理极限问 题的有力工； H , 因 为通过 Egoroff 

• • 

定理，可以对不一致收敛的函数列部分地“恢芨”一致收敛性.而 
一致收敛性却是我们久已熟习的.下一节 在讲可 测函数 的构造 

■钃 

时 ，就要利用 Egoroff 定理来考虑有关连续性的问题(见下节 Lusin ? 

定 理的证 明）. 


习 




1. 举例说明 Egoroff 定理中的条件 m 及 <+co —般说来是不 


mm 


消的 


2. 设 n ^< + co ,/„($), » = 〗，2,3,…都是丑上的几乎处处有限的可激 


① Comptes Rendus，Academic des Sciences ^ Paris , 152(1911). 


ii5> 


函数，并且 〖im/,Or)=0 a.e., 证明必有丑的可测子集序列 {&}, 使足！ CT 


, 7! = 1,2,…, 


UmmE n =mE 9 

纽 ^ 

而在毎一万 n 上，{/„(幻}都一致收敛于零. 

3. 设 7/^< + oo ，八 Or) 是五上的几乎处处有限 的可测 函数， n=l,2,3^ 
•_•• lim/ n Oc)=0 a,e . 于忍，证明必有{/ B ( o ?)} 的 了 序列 { f ni 0c)}， 使: 


21心化)在茗上几乎处处绝对收敛.进而证明有非负实数序列使' 


+ °°而 S 1 |L/ rt 0r)l< + °° i 

n=l 

题的第9 题 及集合序列上极限的定义) 

4. 取消上题中 w 丑 < + oo 的限制 


2 


e. 于亙.（提 示： 注意第三章 S 2 好 


t 


可测函数的结构 Lusin 定理 


前面已经说过，我们今后所要研究的函数是可测函数, 也躭& 

I •• 

■ 

能表成一串简单函数的极限的函数，或者说对于任意常数 a , 点霧 

■ 

_ ■ 

忍1>;/(工)>«]都可测的函数.连续函数、单调函数都是可测函数， 
(见§ 1习题的第6题和第7题)， Dirichlet 函数， Riemann 函敦 

(二者都不连续!）也都是可测函数.其实我们一般常见的函歎也 t 

■ \ ... 

i - Jl ^ 

都是可测函数，所以可测函数类比连续函数类更为广泛.不过，务 
一 方面， Lusin 证明了可测函数与连续函数之间还是有很密切的 

关系的. 


由于现在我们考虑的是一般的点集上的函数，所以我们得先 
把连续函数的定义加以扩充. 

定义1设方是一点集, / G ) 是定义在；上的函数,*冶艮 *r 

▼ 

果对于任意«>0,恒存在 <5>0,使 xeEf ] N ( x 09 d )^, 

1/00 —/Oo) l<e. 
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则称 /00 在％点相对于丑连续.此处況 (*D, 幻 表示以％为心, 
以 (3 为半径的邻域. 

显然,如果 h 是五的孤立点，即有3>0,使 ^(^,<5) 中除了 
%以外再没有其他属于五的点，则 f ⑻一 定在％点相对于 I 


连续 


定义 2 如果对于每一 xeE , /( JT ) 都在 0：点 相对于丑连续，我 
们就说/(幻是五上的连续 函数; 或者说把 / C 0 看作 万上的函数时 

r ^ 

是 处处连 续的. 

定理 i (Lusin 定理）设丑是一测度有限的可测矣①，/(工> 

是丑上的几乎处处有限的可测函数，则于任意^>0,恒有闭集 
Fcfi, 使 


(1) tn(E — 

(2) /O) 是 F 上的连续函数. 

证明因为可测函数都是简单函数的极限，因此我们先考虑 


简单函数 


设/00是简单函数， /O 心 当 re 尽 （i=i, 2, 


； B 


礞 _ 


•， 


= U 芯 ‘). 

i = 1 


此 处仏是 一些互不相交的可测 集合. 据第三章§3习 


61的第2题，对每一个 i , 有闭集使 — A )< A 令 


=则尸是闭集,尸<=尽 

i ~1 

n 

m ( E 一 F ) = jw U 

i = 1 

而 /OO 是 ^ 上的连续函数.事实上，设％则有“ < n , 使 


F 


{E % —F i)<ie. 


① mF < + co 的限制是可以取消的 
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注意 A 是一些互不相交的闭集,所以有3>0,使 

p( x e f ^i)>d io). 

故 n ( x 0 , <on A=0(#io)， 从而尸 nwoo, 这） =^ i 0 r \^(* o , d) T 

可是 /o) 在心。上是一常数 a 。, 故有所欲证者. 

产 如果/00是一般的可测函数.不妨设 /O)>o. 于是有一串 

非负的简单 函数〜 0)->/(工).据 Egoroff 定理， 有 U , 使 
»»(丑一&)<冬，而在 A 上％ Or) —致收敛于 /( 工）. 


2 


根据前段证明,对每一个V〆幻都有闭集 F n dE df 使 


e 


饥 （ E d —F n )<C 


» + 1 ， 


2 


00 


并且是 a 上的连续函数.令/^=门仏，则尸是闭集，并見 


Tl — 1 


F(ZE 6 (ZE 3 


ca 


{E-F)=m[] (E d -F n )<Y 


m 


»=i 


于是 


(E — F) ^.Tti^E~ E 6 ^) H- i7i(E d — F) 

在，上，每一个％ (r) 都连续，所以 /(a:) 也连续(因为 在斤上 ，沪办 > 
一致收敛于 /oo). 定理证完. 

上述证明方法值得特别 注意： 先考虑简单函数然后 再往# 般: 
的可 测函数 过渡，这是在许多场合下都行之有效的办法.另外& 

这个证明中, Egoroff 定理的运用也是可注意的. 

定理2若忑是一维空间 R 1 上的有界可测集合①，丑 C(fl,6), 

_ • 

/0) 是 E 上几乎处处有限的可测函数，则于任意 e >0, 有闭 I 


// 


①有界的条件不是必须的. 
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fczA 及在整个直线上连续的函数 〆 $)使 

⑴当时，/00 =夕00, 

(2) m ( E — F )< e , 

如果 1/(01 <M ( i € 丑)，则还可要求 | ^)| < M . 

证明由定理1,有闭集 FCIB , 使 m ( E — F ) < € ，而 /( a :) 是^ 
上的连续函数，因此问题在于扩张 F 上的 / O ), 使其在整个空 f _ 
上连续. 


7是有界闭集，因此是从一闭区间 [ c , d ] C ( fl ,6) 中去掉有限 
个或可数多个互不相交的开区间而成，设这些开区间是 ( A , d f ), 
现在我们定义一个函数 fOO , 使 


当或时， 

f (:) 当托厂时. 

此外，当 於 (心心时，令的图形是联 ( q ,/( c ,)),^,, fid^y 
的直线，当 a ：6(«， c ) 及 ( rf ,6) 时，分别是联(《， 0), ( c ,/( c )) 及 

(6,0), ( rf , /(幻）的直线,于是 〆 幻是整个直线上的连续函数, 且满 7 

足定理的各项要求. 

定理2中要求芯是属于一维空间的点集，显然这个限制 并不’ 

I 

是必要的，只要我们知道如何把一个》维空间中的有界闭集#上- 
酌连续函数扩张到整个空间上去，定理2也立即可以推广到 n 维 
空间.关于这种推广有界闭集 F 上的连续函数到整个空间上去的」 
方法，大家可以阅读参考书①. 

如果注意到，对于任意闭集' 总可以作一完备集 Pcif , 使: 

则显然定理1及2中之闭集尚可要求是完备集. 

Lusin 定理掲露了可测函数与连续函数的关系.使我们对可' 


0 


穿 o>= 


GravcStThe Theory of Functions of Real Variables, 1946* 


① L 

Chicago , 第 116— ll 8 页，或周民强, < 实变函数 》 ，北京大学出版社，1985年，第 50— 


51页 
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湖函数的结构能有进一步的了解.另外 Lusin 定理 在应用上也很 
重要.通过它，我们常常能把有关一般的可测函数的问題 化成有 
关连续函数的问题,从而得到简化. 


习 


1- 若龙是有界可测集, /( oO 在丑上几乎处处有限，则 / Or ) 可 M 的充要 
•条件是有一串在整个空间上连续的函数使 

lim^Or) =/(5)a，e ♦于盈 • 


:试就空间维数为一时证明之. 

2. 证明有界闭集上的任何连续函数都是有界的, 


依测度收斂 




在本节中我们要针对可测函数序列引进一种有广泛应用的新 

御收敛概念.我们先证明下述 定理： 

定理1 ( Lebesgue 定理）设 

(1) 丑是测度有限的可测集合； 

(2) / n U ), …都是五上的几乎处处取有限 
値的可测函数； 

(3) / C 0 在丑上几乎处处有限，且 

/(^)~ lim /„(^) a . e •于五， 


侧对 于任意00,都有 


WmmElx; I/O) — 九 0)1 二 0 


证明 由 Egoroff 定理，对于任意 e>0, 都有 芯的可测子集 e, 

i 

使 而在五一 e 上，八 00 —致收敛于 f { x ). 如果 <7>0 已给 

定，则可取使时，对一切 x ^ E ~ e 都有 
闼此时，机％ I / O )— 九0)丨>0]<^.从而 
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mE[x; |/(a:) —/ n (^)| >or]<me<e. 

这正是我们所需要证明的结论. 

例设£=: [0,1). 定义 

/?>(>) = 1, 


0,呼，|)， 


1, a：e 0,舍)， 


/?〉⑻= 


/(r ⑴ = 


) 


1，& 


0, xe [~ z fl b 

一般来讲,将 [0,1) 分为&等分，我们就定义第 A : 组的&个函数为> 


2 


% 


1, a?6 


k ， 






0, a：e 


nr-T 


也就是说定义 / woo 为那样的函数，它在从左边数起的第 i 个 / J 、 
区间上恒等于1,而在其他地方则恒等于 


♦ 


令 


9^(a0=A n O) ， 92O)=fi 2> (J0,P3(J0=f?00, 

^ 5 4 ( x ) = /?)(:), P 5( x ) = f (者工）， 9 > e (^) = 


则加乂 工)}是在 [0,1) 上有定义的处处取有限值的可测函数.令 

炉 o ) 三0,则干任意 O *>0, 如果 a > l , 則丑 Dr ; \< p n ( x )—< p ( x)\^crj 

= 0. 自然有 


lim mE[_x; \ (p n (x)—<p(x)\^a^\ = 0 f 


f|->» 


若则在 < Pn ( 功是第々组中之第 f 个函数时,^>;1乎》00 — 

9?( X ) i > a ] = 


i~l 


)? 所以 


k 7 k 


芯[怎； I n(^ ) — 9^(^ ) i = ^*> 


k 


m 



:当 n —> cc 时，当然 k ^ oo , 故 


lim mE ^ x ; \( p n ( a :) — ( p ( x ) | 


:这说明对于这串函数％和史来说，定理 1 中的结论是成立的. 但 
是对于任意％6[0, 1), 彳>„(工)}中都有无穷多个函数在该点等于 
零，也都有无穷多个函数在该点等于1,所以{〜(％)}不可能有极 
; 限.因跄 {9^(*0} 在[0, 1) 上处处不收敛于 〆 * T ). 

上述例子表明定理1中所说的结论是比几乎处处收敛 要弱的 
牲质.因此我们给出下述 定义： 

定义1设五是可測集，…都是在丑上几 
乎处处取有限值的可测函数，如果对于任意 o *>0, 都有 

limmE[x; —/0)| 彡 a] = 0 ， 


则我们就说 九(工） 在万上依测度收敛于 / CO . 记为八 00冷/00 


于 E 


于是上述 Lebesgue 定理就 是说当 m 五 < + oo 时 ，从 f ( x ) = 

lim /#) a.e •于 E ， 可 推出九 Cr )=>/( aO 于兄而上述例子则表 


明从九(幻=>/00于 A 不能推出在五上几乎处处收敛于 

j ⑻‘ 但是下述事实常常是有用的. 

定理 2( F . Riesz 定理）如果 / n (： r ： )^/00 于五,则必有{/*00> 

釣子序列使/00 = lim /〜0> a . e •于坟 


证明先考虑 mE < + co 的情形.我们的任务是要选 一串在 
i 上几乎处处收敛于 /0 O 的子序列. 由§2的引理， 就是 要选一 
库正整数 


< 0*2 <>••<%〈•. 


使 


u n u 五 

t=l I i =lf 




fl 
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这也就是说要对任意的 t 都有 

fl 0^ x; 


m 


k 


jt= i a 


oo 


注意爪芯< + °°， (J 


*； 1/00—/ nA ) I 可测 EL 


E 


% 


00 


[]E x; |/(:)—/ 〜 (：）|> 


k 


% =y 


oo 


\J E x; 


ID 


k 


i -N+ 1 


上述条件就是要将 h 选得充分大，使得对任 意的& 都有' 


OO 


\imm 1 1 i? 


/« .( 工 ） 

I 


二 0 




注意 


OO 


U ^ x ； i /( 工） 一 /〜 (工 ） i > 


TP 


k 


i - y 


oo 


dmE 


l/(^)-/nX^)|> r 


: r ; 


x - N 


上式右边是一数值级数的余项.所以如果我们能将{七}选得使对" 
于任意的 t 级数 


*4 


oo r 1 *• 

j — 1 L 」 


都收敛，则问题即已解决.根据正项级数收敛判别的比较 原理, 只 I 
要将恤 j 选 得使对任意》，都在《 充分 大时有 

厂 11 1 

w 丑 ar ; | /( j ?) — / n ( (^) I 

就可以了.根据尺 oo #/( 幻于忑的假设，对于固定的屺这样的- 

当然是可以选出来的.为了要照顾到使上述事实能对任意都 


(*> 
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威立，对于每一 i， 我们选如此地大，使 


E x; \ f ( x )^ f ni ( x )\>^ < 


:当然，我们还可以要求 




于是便一定在芯上几乎处处收敛于 /0 O. 事实上，对于 


任意 A , 只要便有去<士，于是 


^ 1/00 —/n 义 01 > 


k 


< mE \ x ; |/( 尤）一 /〜<>)|>7 


2 i 


:所以 (*) 式确实是成立的，于是 


2^ 1/(工)一尺•(工>1 


k 


确实总是收敛的. 

现在考虑的情形.令 


^m = { x= ( x i f 9 **f X n)f \ x i\ i = 1 ， … ， B) 


: E m = Ef ) Im 9 则是测度有限的可测集合，而且/«00=>/00于 
J m (m=l,2,3, …). 于是由前段证明有 {/ tt 0r)} 的子序列 




使 /Ohlim/W) 


于尽 • 显然此时仍有于 


，…) . 于是根据同样的道理又有 {/v 〉 00} 的子序列 

于私 • 依此类推，由归 纳法便 


‘ E m ( m 二2, 

{ffCOh 使 /( 功 = 


a. e 


珂作出 


/V>0O,/W) ， … ，斤 00, 
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使后一序列都是前一序列的子序列，且 

= a . e -于丑,. 

设 {/〜<>)} 是上述 “无穷矩择”中的对角线序列,即 

fnX X ) ><>), t . = 1, 2, 3,…, 
则 {/ 当然还是 {f n (x)} 的子序列' 

lim f ni ( x ) 


易见这时必有 /( J ? J = 


于忍 • 证完. 

关于依测度收敛我们还可以证明： 

定理3设 /„0)=>/(： r ) 于丑，于五，则 /( x )= : 
ff (^) a . e •于及 


e 


证明因为 


|7 ⑷ / 办 ）f + |/ A ⑷—办〉!, 
故由反证法可知对于任意正整数 

厂 

l /(^)-^( a ；)|>— 1 (ZE 




E 


工; l / W — /办）|>丄 


2n 




认而 


mE 


L n 


% ifOO - hOOI > 


+ mE x * |/々(工）一夕(工） 


2 n 


令左 ~> co , 即得工； 


—分 ⑻ |>^J = 0, 但 

oo 「 

U ^ U ； \ f ( x ) 








九 =1 




ZI Cd^i 


• «fh 


一 



激 mElx; / (a：) #〆<)] = 0 ,即 / (a:) = 穿 (a:) a. e • 于 丑 . 


习 


l . 设 /»( 疋) =>/( 怎）于芯，忠)干忍.证明/,» + ^1(疋>々/(於 

2 - 设 | 九 Or)i<Ka.e, 于芯， n>l. 且九 (a0=^>/(x) 于必.证明 |/Oc)l 

3. C* 于五 . 

3 . 举 例说明 wZ ； =+co 时， 定理] 不 成立. 
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第五章积分理论 


现在我们已经可以着手建立我们所要的新的积分理论，即 

ILebesgue 积分理论了.建立这种理论，有许多种不同的方法，最 

■ 

:终都得到相似的结果.我们之所以采用下面将要采用的办法，是 
.为了有利于和在数学分析中学过的 Riemann 积分相对照> 同时也 

是考虑到这种方法能同样应用到更一般的抽象积分上去. 


非负函数的积分 


我们分三段来 讨论： 

i ° 设五是 R B 中的一可测集，如果艮、 A ， … I 是瓦的互不 


U 

i = \ 


相交的可澜子集，丑= 


A ，则我们就说，尽，馬，… I 构成丑 

.■ 


u 禺表示瓦的一个分划 

i — I 


一个（可 测) 分划，或者说等式忍= 


0 忍屮，込 

i = l 


U 

=1 


”是^ 1 的两个分划，则 


Z)ij E — 


E = 


u 0<扒"门五 ( r ). 

i = 1 i = 1 

显然也是芯的一个分划,我们称它是分划认和 A 的食并. 

对于五的两个分划乃和0' 如果是刀和五的另一各划的 
合并,则我们就说分划 P 比分划 D 更细密. 

现在我们设五不仅是可测的，而且它的测度还是有限的，即 

浙丑< + 00•又设/⑷是五上的非负有界函數，0</0)<龙<+瓜 


E = 
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[J 令 

E = 1 


对于五的分划 Z)J 


bi= inf /Or )， 


i = sup f(x) p i = l ， 2, …, 

x^Ez 


作和 


s d = 

i^l 

分别 称之为 /Or) 关于分划 的小和数与大 和撖. 显然 

0^ s B ^ S D ^ MmE . 

另外,如果我们作五上的简单函数 


於 d 二 


^d( x ) — 


foW = S b i ( P^ i ( x h 


Jlf 在丑上 h(ar)</O)<t0r), 所以 

G(E ；1 p D )CZG(E;f)czG(E;^ D ) 


而且 


G(E; 兔 o)，S D = mG(E ; D. 

引理 1 如果必的分划比刀更细密，則 


m 




证明设/ >= Ua 

(=1 

而来，即 D * & 


U E ,* 合并 

f^X 


,/>* 是乃和分划俨 * :芯 


=U U ⑽ v 卜 (j 

i = l i= 1 i g i ； 


此处&表示 A DA 
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注意尽 jCA , 所以 

inf f(x)^b if A inf / (x) <5^ Asup / (x) ^B { Asup f(x) 

x€iF i xeE ^ »€及/ 

(i = l ， 2, … ， 》 i; i=l,2, …〆） • 


汙是 


= 2 b ii mE iJ = 

i i^l ' i«= 1 / 

/ 1 \ m 

z2^i( y 1 饥迟 “ ） =y 1 力 imE 

*=i 、=i / 卜 i 

m / l 


/)• 




；~ s 


D 


S D 


* 


B u mE 


u^a j 


ij 


,rrt / ; \ m 

^ 2 ^ a S mE iJ) 2 B i mE i ^ s 

1=1 \1 / i=1 


D 


雨 S D ^ D * 是已知的，所以 




推论对于五的任意两个分划込和 z? 2 , 都有 


S T > i《S D 2 , 


证明合 并仏和 A 成为一新的分划 z>, 则 




1，2 ;J = 1，2. # 

定义 i 对于测度有限的可测集丑及五上的有界非成函数 

/o ), 定义 / o) 在五上的上积分为 


S 


I = 


D: 


J9 


f ( x ) dx^inf { S D } 


£ 


D 


下积分为 


/(a:)rfa: = sup{s I) } 




D 


此处 inf 和 sup 是就芯的一切可能的分划取的 




由定义及前面的推论，即知 

^ f ( x ) dx ^ 

又如果 / Or ) 在五上恒等于一常数 c , 则 I f ( x ) dx =\ 


f ( x)dx 


cmE 


定理 1 设 m 芯 < + oo , f ( x ), 穿 Or ) 都是忑上的非负有界函 


数，则 


0) 当/(>)< 〆 《)(沒忍)时， 

| /(a ： )rfa:<J g(x)dx t j f(x)dx^[ 

⑵如果尽， a 都是 忍的可 测子集，私 n 尽=0 


g ( x)dx 


UA , 则 


J f(x)dx=^ f(x)dx + ^ 

f f(x)dx= f f(x)dx+ f f(z)dx 

J £ J Mi J ^2 

J Lf(x) -\-gW]dx^[ f(x)dxi-[ 

f LfM+g(x)2dx^[ f(x)dx-h{ g(x)dx 

Jm J e J m 

证明 （1) 是显然的.现在证明 (2) •对于尽上的任一分划 

■ 

和馬上的任意分划 A 我们都可以把它们“拼接”成为 I 上的一个 

分划认这时 


fMdx f 


(3) 


g ( x ) dx . 


% 


f (. x ^ dx^^S q — 8 


所以 


f f ( x)dx 

J f ， 


f ( x ) dx ^\ f ( z)dx ^ 


另一方面，对于丑的任意分划 


M XJO 


i = 1 


D^:E = 


易见…，匙 n 私，五 的⑽，…, e^de 


构成亙上的一个比更细密的分划 


( g ^ n ^) u ( U ^ n ^ 2 ) 


D**:E = 


注意私 = U (巧 n &) 和仏 = LI (丑？ n 私)分别是爲和爲的分 

<^1 i=i 

划，我们记之为和列，则由引理1, 

I 

_ ■ 

= ^ D*^ J /(l) dx 4~ J f (a?) dXf 

f f(x)dx>] 

J E J J? r 


因此又有 


f(x) dx+ f(x)dz 


于是 




f(x)dx— I f(x)dx+ I f(x) dx 


关于下积分的等式的证明是类似的.留作习题. 

最后证明 (3), 设00,由定义应有 A 的两个分划认和 


/>2使 


, (/)< f f(x)ek + 务， (9)< 1 g{x)dx+±. 

j S ^ J £ 

此处 (/), 心 3 (w 分别是/关于认和穿关于仏的大和数. 
合并仏，込而成丑的一个更细密的分划 a 則当& (/+穿)是 

I 

/(4+^ar) 关于 Z? 的大和数时， 

h 

LfW + g ( x )2 dx ^8 D ( f -^ g )^ S D ( f ) + S D ( g ) 


S 


1 


< S Dl ( f ) TS Dt ( g ) 
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\j(x)dx-i-^ g(x)dx + e, 


< 


由于 e>0 任意,这说明 

f [/0 O + iK:)Xf 

关于下积分的不等式可类似地证明. 

定理2如果五是 R B 中测度有限的可测集， /Or) 是丑上的 

与 N 负有界函数，则 


f(x)dx + g(x)dx 


JS 


s 


f f(x)dx = l 

■ - h. 

的充要条件是 /O) 为丑上的可测函数. 

证明充分性设0</(幻<3/ ( 於幻.对任意0>0,取正 


f(x)ix 




M 


8 


整数峨 f 〈 1 + g 


，由于/(功可测，所以若令 


iM 


M 


E^E\x; f i 


1，2,…，壳 




h 


k 


h 


则心 u 仏是丑 

t = 1 


的一个分划 A 显然 


k 


2(4— W 饥皂 


0 </S 


— 5 


O 


B — 


k 




h 


H 此 


f f(x)dx— f f(x)dx<e 

' E J E 


由于 f >0 任意，所以 


I / O ) 忒 ar = j 


f(x)dx. 


E 
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必要性既然 


I 


f(x)dx = ^J(x)dx^\ n f 

对任意正整数《,都应有忍的分戈 j ，使 

<丄， 

n 

根据引理1,我们对合并 D ， n ,D" n 而得的 /)„ 也有 




S Dn — s Dn < :二 


由于必要时我们还可以合并认，…，込而作为新的 A •，我们还可 
假定上述这一串分划是一个比一个更细密的.设 


D n ： E ={ jE ^\ 

i = l 

考虑与之相应的简单函数列 


= 1,2,3, 


心⑷二 2碎 V ,⑷，⑷, 


和 


么⑻二2>广>,⑷⑻。 


其中 


6V°=inf /(x), BV° = sup /(»), 、 i= 1,2, 


X,2, 


(»> 


它们都是龙上的可测函数序列,并且在丑上有 f 

I 

因而在$上 H _’ n ⑻， lim $„0) 存在，令 

_ ■ 


p 1 一 __ • 
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/(x) = Y\mi) n {x),J(x)—\im^ n (x) p 

— Tl^oo— It 呤 m 

则都是上的非负可测函数，并且 

我们说这里的 £ 0 r ) 和 JOr ) 其实是在忍上几乎处处相等的.因若不 
然，则有 e > 0 , 使 


mE(e) = mE\^x; J(x) — f(x)^e2 = < 5 > 0 , 

于是在五 O ) 上更应有 ?„( a ;) — 


从而 


2(SV°-6V°)m 丑 V 1 》 


S 


> ― &? 〉)m ( 芯 ⑷门町 >) 


»= 1 

^e^m(E(e) f]E^ y ) — ed>Q. 

与 S »— s n <~^~> 0 ( ji -> + oo ) 相冲突.可见 f ( aO 和 f ( x ) 在 S 上几 


乎处处相等,当然,/(均也就和 /( W 几乎处处相等,因而 /(*) 在 E 
上可测.证完. 

定理 2 告诉我们，当 《»芯<+00 时，在忍上的非负有 界函数 
/(*) 在五上的上、下积分相等是和 / Or ) 在丑上可测相等价的.这 
財我们可把它的上、下积分的共同值称为 / Or ) 在丑上的 W 分记为 

J f(x)dx. 


从定理 1 立即可知， 如果 fOO , 90 r ) 都是芯上的非负有界可 
滿函数，则 
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2° 以上我们考虑的是 w 五 < +c», /(均在丑上非负有界的情 
m . 现在设/00在亙上只是非负.对每一正整数《»,令 

r 

{/(«)}肌二 min {/(; r ), w }, 

_ r 

& 

则 {/ ⑷ k 是丑上的非负有界函数，如果这些 {/ ⑷ } w 都在龙上有 
积分，这等价于上可测，令 

if(x)} m dx y m = l,2,3, … 

便得到一个单调上升的数列，因而 lim / ni 总是存 在的，它可能 

m 今⑽ 

是有限的也可能等于 + oo . 我们定义这个极限为 for ) 在及上梅 

积分，即定义 


g(x)dx. 


f(x)dx = \\ml m = lim\ {f(x)} m dx 


由于显然有 


f(x) = Um{f(x)} 


:我们立即吋知要上述积分 [ 

I 

.的非负可测函数.又如果 / Or ) 在丑上实际上还是有界的,則当供 

_ 「 "「■ n -■ - 1 「_ V 

.充分大时， (0：€ 五 )， 因此/,„便|等于 原先定义的, 
„/(幻在五上的积分，可见用上述办法把积分定义推广到一般的与居 
负函数上去的办法，和原有的定义是相容的， 

如果/0*0, Kar ) 都是丑上的作负可测函数，私，馬蠢及的可 

潘!| 子集，丑=丑11)£"2,丑 if ) 忍2=0，贝! | 

(i) 当/0)<夕0) 06丑)时， ， 

(ii) f f(x)dx=- f 

JM J E x 


/( 幻办存在必需且只需 /(*) 是五上 


9(x)dx; 


f(x)dx + f(x)dx; 
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(iii) 


g(x)dx. 


事实上 ，（ i ), ( ii ) 从定理 1 的⑴ ( ii ) 直接推出.至于 ( iii ),® 

为对于任意饥都有 


所以 




{9M}mdx 


令 m4 + co 便得 

f [/(:)+ 夕 0)x[ f(x)dx-h f g(x)dx^{ [fM+ff(x)]dXr 

这说明 （ iii ) 是成立的. 

3° 最后我们来考虑 》 ^=+oo 的情形，对任何正整数 7K, 令 

E m = Elx; ||a ： I<m]= {ar;r6^, [arj<w), 

< + oo , 如果 / Or ) 是五上的非负函数，它在每一仏》上都: 

有积分 (这相当于说 f ⑻在每一 上都非负可测)，则它在尾„上 

的积分 


^m—\ f (^)dx 


构成一递增的广义歎列.现在定义/(均在五上的积分为 

I — =lim 

J M m— mJ 

显然，上述积分存在的充要条件仍为 /( 幻在五上非负可测，因此: 

以下直到本节末我们总假定 f 是一般可测集(不必具有限 测度)而 

/(*) 在五上非负可测. 


f(x)dx. 




中的可测集茗上的非负可测函数/(功的积分 


136 



f(x)dx=mG(E;f). 

% 

. *• 

_ 

证明如果 mJ ^< + co ，/ Or ) 有界， {&(*)} 是定理2中证明 
必要性时所构造的非负简单函数列，则 

1。 /( a :) = l 3 m ip m ( x ) 


于灼 


• e 


2° ^0 m+l( 怎）， w = l ，2,3, 


f ( x ) dx = f ( x ) dx . 


3° mG ( E ; ip m ) =5 


毅#中使 i ° 不成立的点构成的零测度子集为馬)，则 

G ( E — E ^; ^ m ) dG ( E — E 0 ; 1) m ^ l f 


(J G ( E 〜 E q ; 左 m ). 

t - 1 

子是只要注意到 mG ( E 9 ; f )^ mG ( E 0 ; 即得 

mG(E;f)^mG(E-E 0 ;f) 

—WniniG^E — Eq; tpfn) 


O ( E - E 0 ; /)= 


— ip m ) = Iim^ 


f ( z ) dx t 

当 m 丑 < + oo ,/( o :) 在万上为一般的非负可测函数时，因为 

G ( E ; {/} m+1 )，m = l ，2, … 

G ( E ; f ) = limG ( E ; 


斬以 


mG ( E ; f ) mG ( E ; {/} m ； 


= lim { f ( x )} m dx ^ f ( x)ix 


瀑后，如果 ^=+ oo , 则从已证明的结果和 G ( E ; /) =lim G(E 


/) 同样可得到所要的结论，证完. 

4如果 / Or ), 90 r ) 都是可测集合$上的非负 可测函 




数，則 


(1) 当 /00< pO ) oe 丑)时， 

►. 

(2) 当 E U E Z 是 I 的互不相交的可测子集， E 二愚 UAH' 

f f(x)dx= f f(x)dx+ ( f(x)dx % 

J JF J J 

别是 f f(x)dx^\ f(x)dx 9 i = l,2. 

J E J -ff j 

W +^ C ^)]^= f / oo 心 + ⑷紅 

(4) 如果 /00 = 穿 ( a ?) 


(3) 


于丑，则 


* 


« 


f(x)dx= g(x)dx 


证明当 《^< + c » 时，（1)、 （2) 和 (3) 都是已知的，至于 (4 ) r 

只要注意到当饥尽= 0时， 


j , f ( x ) dx ~ j * 

即可从 （2) 推出.通过一次简单的取极限的手续，即知上 述各续 
论在 mE = +00时仍成立. 

定理5 (Levi 定理）设 

(1) f m W , m = l ,2,3, …，都是 E 上的非负可测函数， 

(2) ( 怎 6 五 ）， W = l ， 2,3, … 

(3) a . e •于承 


g(x)dx = 0. 


f(x)dx^\im\ f m (x)dx 
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证明 由定理4的 ( iv), 可设在[上处处有/⑻二 lim/〆*) 


于是 




曲定理3即知本定理成立. 

上面的证明很自然、直观.但要用到下方图形的可测 性定理 
(第四章 S 1定理 1) 而这定理的证明与 R n 中乘积测度理论有关, 
这种空间的限制将影响理论的推广与应用.为此我们现在再给出 

个远为麻烦的证明. 

先看 f /(4“<+03的情形.对0>0,选正整数1«和备使 




{ f ( x )} k dx >\ f ( x ) dx -~ 


( 1 ) 


批处 E m ^ E [ x ; 化注意 mE m < :十 co 且在^ 上 {/(无)}* = 

lim 仏 ( a:)} fc ，由 Egoroff 定理，有 eCZA 使 m e 且在丑 m —e 上 

4 fC 

{/ n OO)* —致收敛于 {/(aO)*. 设正整数叫使》>%时，对一切 
^ E m — e 都有 




( 2 ) 


4 (l + m 五坩）， 


则当时， 




if ( X )} — 冬 • （达 ) 


另一方面 


f {f(x)} k dx=\ {f(x)} k dx^- f 

J JT« J e J 

(/(*)}* 忒： +~^~. 

® 此当 》»>» D 时，依次由 （3), (4), (1) 式得 


{/WW 


(4) 


< 


妒 J 妙， ' 


[f n Mdx>^ 

h 、 4 4 

>f f ( x ) dx — e . 

J M 

这说明 limf f n ( x ) dx ^ f f ( x)dx — e 

n^¥ooj B J S 

limf f n ( z ) dx ^ f f ( x)dx 


if ( x )}k^ x …冬 


注意 e >0 任意便知 


_ 


(5) 


另一方面，对任意》 都有九 ( x )</ (功 ( x ^ E ). 所以 

f fn W dx^ f f(x)dx. 

J E J E 

f n (x)dx^ I f(x)dx. 

J E 


于是 


lim 


结合 (5) 便得 


lim f n ( x ) dx = f ( x)dz 


至于/(*)乜=+ 00的情形.证明是类似的.我们留给大家 

J S 

作为练习. 

定理6 (Lebesgue 基本定理）如果 f n ( x ), n = l ,2,3 ，… ，都 


& E 上的非负可测函数， / 

n = l 

f /( x )< fa :=2 ]f /”(*)“• 


证明令 


S n W=^f,(x), 


則是五上的非负可测 函数, &0)<沒》+1(怎)， 设 E ， » = 1,2/ 
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…, 并且 f( x ) = UmS n (x) 9 所以由 Levi 定理知 


f ( x)dx 二 lim S n ( x)dx 


limy] I f h ( x)dx 




证完 


定理 7(Fatou 引理）若/办入八⑷, h ⑷，…， f«(aO, …是 
五上 的一串非负可测函数，则 


[limy n (ar)^<limf 

J -ff n <4oo is 今 ooJ 


fn ⑻ dX 


证明•令 


^ n (ar) = inf {/ n+Jfe (ar)} (x^E), 


m \ 9 nM ^ E 上的非负可测函数， 

lim/ n (2：)=lim^(a;). 


夕 ；》( 尤 X / rtG )， w= 1，2,3,…, 


于是从 Levi 定理得 

J E 71 _典 J 


limg n ( x)dx 


f ^ n (*)dx<limf 

J E — 00 J 


fnWdx 


— lim 


证完 


对定理 7 中的函数列 {/ m (W}mi 没有假定有递增性,定理结 
论中的不等号确实是可以成立的，在下节中我们将给出^体的例 


子 
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习 


1. 试就 [0, 1] 上的 Dirichlet 函数和 Riemann 函数 R ( x ) 计算 

f /?(龙)& 和 f 

2. 证明定理 l ( iii ) 中的第一式. 

3. 补作定理5中 f / Or ) rfz =+ oo 的情形的详细证明. 


R { x ) dx 


4. 证明： 如果/⑷是忍上的非负函数， U ⑻釭= 0,则 / Or ) = OH 


于龙 


/( W 的积分 j 




5. 证明： 当饥忍 < + oo 时，及上的非负可测函数 


<+ cc 的充要条件是⑷ > 2 *]< + 


0 


6. 如果 /0),fU) 都是忍上的非负可测函数，并且对于任意常数 a 都有 : 

mElx;f(x) >a] —mElx; g(x) X, 

\ fix)dx= f g(x)dx. 

JS JE 

7. 设 m 忍 <+oo,/Or) 是茗上的有界非负可测函数， 0<f(x)<M” 


()=〆:><〆; 〉 <•”<〆?) =M 9 n~l P Z^ 


max { y <^ > — yV - i ； i = …, jfe n } = Z (»->- hoo ). 


• ## 


证明 


tn 


J M ff 


H 


8. 设饥丑< + / Or ) 是！上的非负可测函数，丨 f ( x ) dx <+ oo , 

E [_ z ； f ( x ) > ti ]， 证明 lim n * me n = Q . 

fi 

设 fU ) 是及上的非负可测函数 , j 


/0 r )</ r <+ oo , 对任意 v > 0 f ^r 


9_ 
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F ( r ) = ^ 

证明 F ( r ) 是 (0, co ) 上的连续函数. 

10. 证明： 如果非负可测函数 /(®) 在龙上的积分 j ^/0 r ) rf *<+ oo , 

对于任意 c,0<c<L/(:r) 釭都有及的可测子 集圮， 使 f{x)ix 

11. 设化是及的 m 个可测子集，正整数 
证明：如果丑中每一 个点至 少属于 A 个尽，则有 i 便 


f (^) dx , 




0 


ml 


12. 设 mE <+ oo , /0 c )>0 且在丑上可测.证明对任金 d >0, 都有 
i >0 f 使只要 U , mE x ^d 便有 f f ( w ) dx ^ i . 

JBl 

13. 设 mJ ?<+ oo , /⑶是忍上的有界非负可测函数，证明有[0,11>幻上 

的非负单调不增函数 giy ), 使对任意常数《都有 

_ 

mElx ； fix) >a] — m{y;0 (y(mE ， g(y) >a}, 


进而证明 


fix) dx— ^ 


g(y)^y 




I 4 •设九 Or ) J = 〗 , 2 ,3, …都是及上的非负可测函数， / n 0 c )> 九 +1 (*) 
( jt € 迟, n = l ,2,3, …）, f ( a ?)= lim / ft ( x ) 并且有 n 0 


此 .<+ 




* 


f(x)dx=lim\ f 9 (x)dx 


举例说明当 J 

15. 设/化)是茗上的非负可测函数，如果对任意 m ， 都有 


尺0*0心?恒为 +0 O 时，上述结论不成立. 


[/(^) ] m ^ x = J H^)dx<i-co 3 

则 f(X) 几乎处处等于一可测集合的示性函数 . 

s'. 

16. 证明： 如果 /(or) 是丑上的可测函数，則对于任意常数《 >0 都 # 


mElx;\f(x)\>a2<—\ \f(x) 


mE[jr; f a l expf(x)ix. 

J J? 

17. 证明： 如果 /Or) 是 R 1 上的非负可测函数,则对任意实数 
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<b 9 c>0 部有 




f(cx+t )dx = — 


f ( x)dx 




可积函 


ha 


上一节我们考虑的是非负函数的积分，现在我们来讨论一般 

的 函数的积分. 丑仍为 R ” 中 的可测 集合， /+0),/-(4分别代表 
函数 /( 灼的正部和负部，即 


/♦⑷= max {/00,0}, 
f^(x) =max{—/(a:),0}* 


这都是非负的函数，并且 


1/001=/ + 0) + / _ 0). 

由于从§ 1的讨论，已知要非负函数在一可测集合五上有积 
分必须且只需它在丑上可测,以下我们总假定所考虑的函数 / Or ) 
在五上是可测的,于是尸 ( x ), 疒 (*), 1/001全都是五上的非负可 
测函数.所以 


^ f '( x ) dx , \ \ f { x ) \d 


fl 

« p 




都是有意义的，并且 


f \ f ( x )\ dx = [ f ^( x ) dx + f f ，（ x)dx 

J E J F J S 

_ 

I 

定义 1 如果丑上的可测函数 / oo 的正部和负部的积分 


( 1 ) 


"00“ 和/ 胃 (aOh 中至 少有一个是有 限的， 则我们就说 

J E 

I 

/ C 0 在 w 上是有积分的，其积分定义为 

f f(x)dx— f f^(x)dx— f f 乂 x)dx. 

J S J B J M 
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«( 


而如果 j / + oo &和 { 

的, 这时我们便说/⑷ 是在上 (Leb 奸 gue ) 可积的, 

从定义立即可知,只要 /(*) 在芯上有积分便有 

一 f f(x)dx, 

J £! 


fOO 如就是有限: 


广 Or ) rfa : 都有限 


f(x)dx 




f(x)dx\^ : \ \f(x) \dx 


( 2 > 


从而可得下述定理 1. 

定理1如果 / o ) 在丑上可测，则 

(1) fO ) 在芯上可积的充要条件是 IK *) i 在丑上可积. 

(2) 如果饥五< + 00，/(0：)在万上有界，则 fo ) 在丑上 可积. 

定理2如果有界函数 /( aO 在闭区间[>,6]上是 Riemaim 可 

a 

积的，则 /(«) 在 [>,&] 上也是 ( Lebesgue ) 可积的，并且 

f f(x)dx— (iJ) ^ f{x)dx. 

J ta^b 1 J a 

此处 （ A ) f fMdx 表示 /(a?) 在 [ fl , 6] 上的 Riemann 积分. 


证明当/00在[>，&]上 Riemann 可积时， /+<>),/-(*) 也在 


[«, 6] 上 Riemarm 可积且 


(R)\ f(x)dx^(R)\ f^{x)ix-{R)\ f~(x)dx 


所以不妨假设 / OO 是非负的.由于 /(*) 还是有界的，所以我们要 
证明的就是 


f(x)dx= (R) f(x)dx 


(3> 


f ( x ) dx ^ 


由有界函数 Riemann 可积的条件，对于任意 e >0, 都有 [ a , 6] 
的一个分划 A : 使 f ( a ;) 的关于 A 的 Riemana 

大小和满足条件 


—S A <e, 


⑷ 


i = 1 

sup f{x),b i ^ inf f(x) ， Ax i ^x i 




S 


* ■■ 


X ^ X ^ 


z 


由于 s A < (及） fMdx ^ E ^ 所以 


(B) /(x)(Za; —e<s A </5^<(i?)I f(x)dx-{-e 


(5) 


5ft 令 — C^o? x \ 3 f ^i = C ^ t^ip 


，》，贝 lj [ fl ，&]= 


[ jE , 便是 0,6] 的一个可测分划 /)• 因为 m 尽 

I = i 

Bi = sup f ( x )^ B i9 inf 


— △ a . 




fM 关于的大、小和数 h 满足 




从而由 (5) 式得 


(R)\ f(x)dx—e<s D ^ : S D <(R) f(x)dx + e 


进而 


(R) f f{x)dx — e<[ f(x)dx^( f(x)dx 

J a ±^[a, b ] J £o # fr 3 

<(J?)f f(x) dx-te. 

J a 

由于 «>0 是任意的，所以 (3) 式成立.证完. 


上的积分将记为 

上面的定理谈的是一维空间的情形.对于髙维空间，类似的 
定理也是成立的.不过在定义 Riemann 积分的重积分私，要把 

赵域分成“有面积”的小块;而“有面积”一辞的精确定义，在数学分 


以后为书写简便计, fM 在 [>, 幻 
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中一股都不进行认真的讨论，所以我们现在也不去讨论这种一 
般的怙况. 

例1设五=[0，1],九自然是芯上的非负可测函 


数，由于 




dx 


nx 


所以 


f nC^^) ~ i f ~ 1 j 


从而 


Jim fn(^) dx=l 


但是显然有1加尺00=0,沃反所以 


lim f n (x)dx = 0 


pj 见 fatou 引理 (§ 1 定理 7) 中的不等号确实可以成立 

例 2 Dirichlet 函数 


(1, a: 为有理数， 

^o, if 为无理数， 

在 [0,1] 上是可积的,但不是 Riemann 可积的. 

定理 3 若 /(ar) 在丑上可积，则 mE[_x;f(x) = +oo] = m 及 

f (x) = — oo J = 0. 

证明设不然，比如说》»五[>; /(a;) = + co] = <5>0, 则必有 


D(x ) = 


使 


5 //} 


6 


E[x; ⑻ = +ooJ> >0 


2 
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令 E ^ = Elx ; M ^ mJ ( x ) = + ex)], 则对任意正整数公都有 

j^/ + (x) dx^^J + {x) dx^ 




kd 




这说明 I fHx)d 


与 /OO 在 E 上可积矛盾.同法可证 

mE[x;f(x) 二 - 一 oo] =0. 

定理4 如果无是可测集，则 

(1) 当/00在五上可测 dO ) 在丑上可积，1/00幻时， 
/( 均也在五上可积. 

W 

(2) 当 /Or) 在 E 上有积分时，对于任意常数 C/00 也在及 

上有积分/并且 


卜 OO 


* 


I c/(a?)rfaf = c| f(x)dx. 

J E J E 

(3) 当 / oo, 都在五上可积时， /OO+ pCO 也在五上可 


积且 


f(x)ix+\ g(x)dx. 

J E J E 

(4) 当尾， n = l ， 2, 3， …， 都是丑的可测子集，互不相交， 


LfM ^ g ( x )2 dx = 


U 心， /( 幻在芯上有积分时, / O ) 在每一 ^上都有积分且 

7 — 1 

4 

i 

I fMdx = y^ t i f ( x ) dt . 

J E n = X 」芯 n 

特别当 /( o 在瓦上可积时， / o ) 在五的任意可测子集上仍可积. 

(5) 当 /Or)，M 均都在五上有积分且 /00<Ka:) (xeEM 


E = 


/( >\ dx^\ g(x)dx 
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(6) 当 / O) 在五上有积分且 /(*)=〆$) a. e •于五时， g ( x ) 
在芯上也有积分且 


g ( x)dx ^ f ( x)dx 


证明 （6) 的证明注意此时 

/ + (a?) = r(a?) a.e •于五 • 
f 一 M = g -( x ) a.e. 于丑, 


听以从 §1 定理 4 的 (4) 即得, 

(5) 的证明因为这时 


f +( x )< g + ( x )， 尸⑻冰⑻， 

听以从§ 1定理4的 (1) 即知 (5) 成立. 

( 4 ) 的证明用9^00表皂的示性函数，则由§1定理4(2) 


知 j & rcr )(^ = j^r 0 r )9^ ⑷ 又显然有 

oo 

/ + w=2r Mh n (x)(xeEh 

n = l 

■ 

所以由 Lebcsgue 基本定理(§ 1 定理 6), 

f / + 0 ) 心二 Sf /+ ⑷ hnO) = Sf f+( x )dx 
J — 1 J -ff * — ， J/T« 


同理 


§1 


f-(x)dx = 

h 

既然 / O ) 在丑上有积分， h / + ( a ：) &和] ■ 

限， 比如说 是有限的，于是每个 J 
以/00在每个 I 上都有积分. 

f f(3c)dx^ f f + (x)dx— f f - (x)dx 

J S J E Je 


/"(x) dx 


/' ( x ) ^ 至少有一个有 


/ +Or) “都有限，所 
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oc 


5] / + (x)rfx—5] f 一 ( x ) d 

f f + (^)dx-[ f~(x)dxl 


X 


.必 


09 


f(x)dx 




U^=l 


it 


(3) 的证明从定理 2 知我们不妨设 f(x) ， WaO 在芯上都 & 
只取有限值的，令 


E,^E\_x\j{x) >0,^(x)>0], 

E 2 = E\^x; /( 怎） <0, 夕 0)<0], 

E 3 =Eix ； /(ar»0, g(x)<0, f(x) + g(x) >0], 

万 4 二 EZx; f (x) >0, ^ (x) <0, / ⑷ + gW <0], 

E 5 ^E\ ： x;f( X )<O f g(x)^O f f(x) + 〆 幻 >0], 
E 6 = E[x;f(x)<0, g(x) >0,/(x) +ff(x) CO]. 

在丑 t 都非负可测，所以由 § 1 定理 4 

! lf(x)~\-g(x)2dx= f 

1 v 1 

在 E z 上一 /(*), —ffOr) 都非负可测，所以 


f(x)dx+\ g(x)dx 


£ 


-uw+9(xndx= i~f( X ndx+ L-g(xnix ： 


E 


亙 a 


f f(x)dx-\ 

J 芯 2 J 


g(x)dx ， 




E 


o 


亦即 




f }(x)dx J r f 

J E % J 

在 仏上 , /( X),—P (: r),/(or) 十 Mz) 非负，并且 


[/0)+夕0)]心：= 


g(x)dx. 


E 




2 




所以 
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f(x)dx^ [/O) +ff(x)]dx— g(x)dx 




丑 3 


移项后得 


[ f(x)dx- {- f 

用类似的办法，同样可证 


g(x)dx= [/O ) ^ 9 {x)^ix 


SZ 


Ez 


k g(x)dx—)^ 


U(x)^g(x)ldx 9 


f(x)dx + 




Ei 


对 i 二 4 , 5 , 6 也是成立的 


由于 


f [/(:)+ 穿⑷ ] 如 +f 
+ f Lf(x)^g(x)2dx 

J E 5 

f f(x)dx-^r [ g(x)dx J r f 

J Ey j Ey J 

+ | f(x)dx-\~^ g(x)dx 

=f f(x)dx^- f 

J J 

LfW^g(x)ydx 


\ 


LfM-Vg (x) ]<far 


[/ ⑷ + 穿⑷]士 = 


E, 


E 


9(x)dx^ 


(x)dx 


丑 3 


Ei 


£ 


g(x)dx 




f 


Zf(x)-hg(x)^ix 






E 


( 


[ 70 ) + 夕⑷]仏、 


if(x) +g(x)2dx 






E q 


( 


I 


g(x)dx y 


f(x)dx— 


E t \JE A \JE 6 




所以 f 

A- 

在五上可积，而且 


i ~ g ( x ) ydx 9 [/( a ?)+ y ( aO ]-“ 都是有限的， 


E 


Lf(x)^g{x)^ix 


E 
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LfM i 9(x)3^^ - 

f /(a:)^ + f 

f f g{x)dx + \ 

J ^i'JE Z \JE 5 J 

f(x)dx^r\ g(x)dx. 

J M 

(2) 的证明显然不妨设 c >0 和 / O ) 非负 ， 若 c 为有理 

數， 则由 （3) 知结论成立.若 c 为无理数，则可取正有理数序列 
{?%}和{/?„}，使 r n t c , i? n } c , 于是 

^f(x)dx= cf(x)dx 

I 

R n f(x) dx =R n [ f(x)dx. 


[/ ⑷ + 夕 U ) : ~dx 


f(x)dx 


UK 


g(jO(ix 


及 2 UJ 4 U£ e 




如果 /0 r )“=+ oo , 则上式说明 


cf ( x ) dx—^co — c ] f ( x)dx 


如果 I / U 0“< + c ^, 则只要在上式中令便得 

J F 

cf{x)Ax~c 
J B J 


f ( x ) dz . 


(1) 的证明因为 


\ f ( x ) \ dx ^\ g ( x ) dx<+co 


所以 l/COI 在厉上可积.从而 /O) 在芯上可积 . 

定理 5( 积分的绝对连续性）若 jfO) 在茗上 可积， 则于任 

意 e>0, 恒有 <5>C, 使 A(ZE, 时 ， | ^J(x)dx <e. 

证明令 ffO )= l / Or ) I ,则 Ka :) 在 I 上可积，对于给定的 
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取 m 充分 人， 使 


e 


€ 


0 ^ g(x)dx~ g(x)dx = 


g(x)dx<~ 9 


2 


E 


E-E 




m 


此处 = 其次取 W 充分大，位 


g ( x ) dx — {g ( x)}^dx = 


(9(0-{9M}N)dx 


E 


E 


E 


m 


m 


in 


e 


<— 


4 


令 6 则当 AC 五, w * j <<5 时， 


e 


{9W}n^^ ：^ *mA<CNS 




4 


A ^ B m 


于是 


f g ( z ) dx^r ( 

{ g ( x )} N ) dxi - [ lgW } N dx +\ 

JAni m J 


f ( x ) dx \^\ g ( x)dx = 


g ( x)dx 


a n m ) 


A 


A 


(rO) 


g { x)dz 


<\ 


?+ 




^ Af\E 




m 


m 




证完 


定义 2 设忍是一可 测集， 罗 是一族 在芯上 可积的函数.如 

^ t h 

果对 于任意 00,都有仅与 e 有关的 3>0,使当/10：丑,《^<占时, 
对一切 / eg 都有 


/(3?) tfsr 


( 6 ) 


则我们就说，是在芯上积分等度绝对连续的函数族. 

注意如果麥是在五上积分等度绝对连续的函数族,<5>0是使 

( 6 ) 式对各 成立的常数，则对 ZCE , mA <6, /6穸， 若令 A + = 


2 


Ar \ E [ x ; f ( x )^0 J , A ^ = Af ] E ^ x ; f ( x ) <0 j , 便有 m ^4 + <<3 ,mt 
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<4 所以 


\f(x)\dx= \f(z)\dx + 


fM \dx 


A- 




e 


e 


f(x)dx = € 


f(x)dx\ + 


A- 


A 


可见定义 2 中的 (6) 式还可加强成 

]"j/0) \dx<e 

定理 6(Vitali 定理） 设 

( 1 ) mE< + co, 

(2) { f n ( x )} n ^ 是在 E 上积分等度绝对连续的函数序列， 

(3) 在芯上八0)=>/00, 

則/⑻在芯上可积且 




( 6 '> 


f(x)dx = lim\ f n (x)dx 


E 




证明由条件 (2), 对每一正整数 i , 都可选取 


2 


dC 芯，时， 


J A 

令 E n (i)=E\x;\f n (x)-f{x)\^ 


(7) 


n^l 


i + 2 9 


2 


2 乂 m 迟 +1) 」， 


E m ， n (0=E X ； \f m (x)-f n (x)\^ 


2^ l (mE rl) 




利用条件 (3) 选取正整数 M 使时， mE n ( i )<^ L f 由子 


⑴ C ： 乙⑴ U ^( i )， 所以时，— ’謂 （0<釓从而 

f 1/“:)- /»•⑻ i“<f 


n%fn 




E-E 


m^n 


\fmW\dx^ 


\fnW \dX 


E m w n ii) 




jr 


m 
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2 / + 1 (饥丑+1) 


#+2 


+ 2 


2 ! 


(8> 


2 Z + I 2 


2" 1 


由 Riesz 定理，有 {/„ W } 的子序列仏 ; 0)}使 /00= lini / 〜 O )， 


I 


于& 显然不妨设化于是 


a. e 


_ 


/(怎） 二 2] (九, +1 (幻一九 ; 0))+/" 〆 $)• 


令 


F(x) !/^ +1 W-Z^WM-i/^WI, 


则 F ( r ) 是芯上的非负可测函数， 

\ f ( x )\^ F ( x ) a . e ■于五 

c- 

由 Lebesgue 基本定理及 （8) 式， 


|/〜 +i (x)-f ni (x)\dx \-^Jf ni (x)\dx 


F(x)dx 


i? 


E 


i — 1 


E 


可见/^)在五上可积，从而 / CO 也在五上可积. 

设 c >0 是任意 给定的常数，由定理 5 ,有^ >0 
H <(5 时， | 〖 /(»3：|<各.于是 ^1 C 五， w ^4<(5 时， 


A<ZE 


A 


I f ( X ) I 


(9> 


3 


w A 


A 


(« 


若丨充分大，使 7 ^< min 


,<3 ，则当 见时， h \ mE n ( i )<$ 


3 


155 


攀 



<4知 w &⑴ <3, 因此由 仏⑴的 定义、 （ 7 ) 式和 ( 9 ) 式得 


2 


f n (x)dx-\ f(z)dx\^\ \f n (x)-f(x)\dx 

\ fjj ) \dX 

J E n <i) 

|/(3：) I 心〈士+^^+含*^ 

这证明了 1 /(ar)^ = limf f n ( x ) dx . 证完. 

J E n -^o»J E 

定理 7(Lebesgue 控制收敛定理） 


<f 


\ fnW - fM \ dX ^ 


U A (i) 


丑 n ⑴ 


设 


(1) FOr) 是在 I； 上可积的； 

(2) / n (a:),n = l,2,3, …都在丑上可测且 

(3) 在丑上 /„(a?)=>/0) 或 

n 

上可积且 


，则 fix ) 在 


f ( x)dx = \ im \ f n ( x ) dx , 

证明 由条件 （2) 和 (3)( 及 Riesz 定理)知也有 1/0)|<F0) 
a.e •于及 所以 / O) ，九 0),n = l,2, …，都在五上可积，对任意 

给定的 e>0, 取 m 充分大，使 


F(x) dx^ F(x) dx~ F(x)dx< 今， (10) 


0< 


4 


此处 E m =E[x; 由于对 A 的任意可测子集都有 

f fnMdx <[ \f n (x) dX^\ 

' J A , J A I J 

由定理 5 可知 {/„(^)> 是在上积分等度绝对连续的函数序列 
注意在心上还有 /„(x)=>/(x ). 应用 Vitali 定理可知 

Jim | f n (x)dx=\ 

rt AO I I 7 _ T 


F(x)dx 


f ( x)dx 
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所以有时 


€ 


f n (x)dx— f(x)dx < 




E m 




于是由 （10 ) 式即知当时, 


\fM\dx 


\f n (x)\dx + 


f n (x)dx- f(x)dx < 


E-E 


E-E 


E 


T E 


m 


m 




f n (x)dx—\ f(x)dx 


E 


S 


m 


m 


s 


F(x) dx^ —<«• 


<2 


2 


瓦 - 霣 m 


可见 


f(x)dx^lim\ f n (x)dx 


E 


E 


推论 1 (Lebesgue 有界收敛定理） 如果 

( 1 ) co ， 

尺 Or ), r ? = l ,2,3, …在五上可测且 

\fn(x)\^K (xeE) f 


其中夂为一与 n 无关的 常数， 

(3) 在忍上 
则/(4在丑上可积且 


jT dx z= 1 im I f n) dx 


J E 


E 


证明因为 mEO , 所以只要在定 理 7 中取 F(ar) s 反便: 

于尽则定理的 


可.应该指出，如果条件（ 3 )是九 Q)—/ (工） 
结论是容易从 Egoroff 定理看到和得到证明的. 


a. e 


nx 


Iim 


dx = 0 


例 3 证明 


1 + n 2 x 2 


j 0 


证明因为 2«; r<l + « 2 ;r 2 , 所以 
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nx 


0< 


1- n 2 x 2 


nx 


0. 所以由上述推论 1 即知 


:又在 [0,1] 上显然有1 




im 


l ^ n 2 x 


2 


1^7 .丨 0 办 ： 0 


li 


2 


0 




1 n Zj2 x 

o 1 + w 2 a : 2 


dx — 0 


例 4 证明 l im 


f? —oo 


n x 

n ^ ol ^ n 2 x 2 


= 0,令 


证明显然在 [0, 1] 上有 li 


n 3/2 x 


，尸0)=一7^ 


尺0)= 


l + W 


2+(2x/«x-n 


n V 2 x zn 


F ( x )— f n ( x ) = 


则 


显然是大于零的，当 0 <：r 


3 / 2 ^ 3/2 


当时， 2 + (2 V ^- l)n 


a : 


4 n 


■时， 


4 


3/2 


3/2 


3 / 2 ^ 3/2 


>0 


2 + (2Vn^—l)« 3/2a?3/2 ^ 2 —B 


^2 一 


x 


所以在 [0,1] 上处处有 0< f n ( x )^ F ( x ). 注意 f ( a ;) 在 [0, 1] 上可 
积，故由控制收敛定理， 


3/2 


dx= \ ^ ds=0 

Jo 


X 


n 


li 


0 l + n 2 a * 




nx 


在 or = 丄 e [ o , 1] 处取值恒为+，所以在 [0，1] 上 


由于 


l + a 2 ar 


2 


2 


OO 




nx 


和 n ^ x/(l + « 2 / ) 在 [0,1] 上都是不一致收效 


1 十 n 2 a: 2 


n-l 


71 = 1 


于零的 


作为本节的结尾，我们来证明一个有关函数的 Riemann 可积 
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性的结果 


定理 8如果 / Or ) 是区间 O , 6] 上的有界函数，刻 / O ) 在 
!>， 6] 上 Riemann 可积的充要条件是它在 [ a , 6] 中的术连续点所 
构成的集合 D 的测度为零. 

证明 令4代表将丑二分为等分的 分划： 


a = x ( o } …〈你〉=&_ 

f(x) 9 m\ n) = 




n 


M \ n > = 


/O), i = l P 


• ▲ 

im 


sup 

:心& ^ n) 3 


- V x / n) ] 


z 


U . 


2 


^ ( n 1> (^) = y]j/ < ?Vr JC <ft) ^(n) 

_ i L I -1 ， I 


), 


伽 f 

⑷为的示性函数，则 / o * o 关于乂 


v°) 


u 


其中 平 


or 


x 


的 Riemann 大、小和 S “，衣 6n 之差 

^ t n — SA 


f w)o) - 

J a 

由于 An 的分点都是 A n +1 的分点，所以 


梦 i 2) 0)} 釭, 


(ID 




设 B ( x ) = lim 仏 1 〉 Or ) ，&0) = lim 的 2 )( a ：) ，则 


n->«> 


n 今 oo 


s 

_ 

如果 / OO 在 [ fl ,&] 上 Riemann 可积，则〗 im ( S ^ n - B An ) =0. 


n — 00 


lim 


(C ) (x) — ^) ( r , 2) (x)} dx = 0. 


( 12 ) 


a 
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对正整数饥，令仏％ B ( x ) — b ( x )>$ ，从 

! 7H 

i_ 編 

B ( x ) — b ( x )^ ipi l \ x ) — ipi Z ) ( x) 9 n = l ,2^ 




立即知道 


b 


b 


^raE m ^\ {B(x)-b(x)} dx^\ {^i°W-^ 2 >(x)}<fo 


m 


a 


a 


由 （ l 2 ) 式，对任给的 w 都有 m£； m = 0. 而 


忍 O; B(x)-b(x)>0J={jE mp 


m—l 


所以 w£[a?;5(ar)-6(aO>0] = 0 . 这说明 

limV^O) =lim 此 2) (:)=/0) 

n->w n-^co 

令 A ) 表示全体使上式不成立的点和全体 a b 的分点所构成的集 
合，则 wZ ) 0 二 0. 如果 Xq^E = ^_ d f b~}f 则在 A 点 

limM"(ar。) = lim 分 O。）=/(^ 0 ). 


L • 


rt->oo 


n^><» 


对任意 s >0, 选 n Q 充分大，使 

/ ⑹— £ <^nV (^oX^njU^o) </(%) + & 

再注意 A 不是的分点，便知有开区间 /, 使心 e /, 且当 are / 


时 


/( A ) — fi < 垆义:）（％) </0) ⑷ </(%) 

这证明/⑷ 在％ 点连续 , X > CA ), 于是 m £)< mZ > 0 = 0. 这证明了 

必要性. . 


€ 


为证充分性我们注意当％6仏丑时，对任意 o > o , 都有 

<5>0, 使： x — x 0 \< S , 托芯时 


\f(x)-f(x 0 )\<e/2 


若 n 充分大， 使7«3,则 A n 中包含％的小区间1>以, 

D 应包含 在区间(心一❼内.所以这时 
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0<^ n ( x 0 )-^ 2) (^ oX ^> 

这说明 lim { V ^ Or 0 )— W 2 〉 Or 0 )}=0. 因 此如果 wi ) = 0, 则我们 


有 


lim {^ 1> (^)-^ 2) W }=0 a . e •于万 


注意 / 以在[>， 6] 上有界， 若 K 是 \ f ( x )\ 的一丄界，则0< Or) 

一 ( x )^2 K f 于是由 Lebesgue 有界收敛定理及 （11) 式，知 

lim (及 △ — 及 △«) ^ (^) —0« 2) ( x ) = 0* 

n->«> n-^ooj E 

这也就证明了 f ( x ) 在 E = [ a , 6 ]上是 Riemann 可积的.所以 m/) 
= 0也是/⑷在 [>,&] 上 Riemann 可积的充分条件.证完. 


习 


1. 设 m 万 <+ co ,/( or ) 在五上可测且几乎处处有限， 

E n = Eix；n — l^f(x) O]，w = 0, 士 1, 士 2, …， 

证明： /(W 在芯上可积的充要条件是 


y ^ i \ n \ mE n <+ co 9 


2* 证明4分别在 (0, co ) 和 （0,1) 上不可积 

意义下的广义积分 J 

上可积且 f / (x)dx = 

J 【<!，&] J a + 

4. 设 mJ ^< + cc , 证明如果 f ft ( o 0 ,n = l ,2,3, …都是五上的可积函数且 
在 W 丄一致收敛于 / Or ), 则 /( oO 也在厉上可积，并且 

\ f(x)dx^\im\ f n {x)dx. 


f ^) dx 是绝对收效的, 


3.设 f O ) 在 Riemann 


粧明 / ㈤ 在 


设穸是一族在丑上可积的函数, sup | |/以）|心<十 00 .证明穸是积 

分等度绝对连续族的充要条件是对任意^>0,都有: V 使 ' 


0 - 
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/Or) \ dx^e 




证明 


‘2 


(?>— i ) 


log 




jO + fc ) 


2 


l—X 


X 


<0, l > 


k - 


sina 〜n 


+ 去 (a>0). 




e Zax — 1 tan 


2 


X — 1 


(0,e 


7. 证明 


dt 


lim \ 


1, 




」 （0,《«) 


n -♦» 


X 


n 


a - ] 


^ {jtoC 


a 


e^ x x 


lim 


uX 


X 


n 


<0，》) 


(0, n) 


n -♦ 00 


8 •设 尺 0 r ) O = l ，2,3, …）都是五上的可测函数, 


SI 


f n (m)\dx< J r co 


E 


n = l 


证明 21 尺 (w 在芯几乎处处绝对收敛，其和函数在五 上可积 ，并且 

OO CO 

( 〉 ] 九 (ar) dx — ( f n dx 

J E v’ 丨 




n = l 


9 . 将 [ 0 , 1 ] 中全体有理数排成序列 {、} r 3l ，证明 


cosnx 


2 ] 


I 


1/2 


2 


\x — r 


n 


n^l 


是在 [ o , i ] 上几乎处处收敛的. 

10. 设饥五<+00,证明在 五上九 (疋)=>0的充要条伴是 

/» 

l +/ n (^) 

11. 设 /(3 T , 2) 当 〖一 丨<<5时是07在 [ a ,6] 上可积的函数，并且有常数 


lim 


clx 0 


r 


n - »oo 


使 


/(^^)| <K ( |i —/ 0 |<<5,W[a,6;), 


■ ■ h 


dt 


证明 
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12. 证明： 如果/(的在丑 C ：!^ 上可积，则对任意 e >0, 都有 R 1 上的连 
续函数 70), 使 


d 


b 


fix, t)dx 


dt 


\f{x) —g(x) \dx<e 

如果万还是有界的，则上述 i 70 c ) 还可以要求是$的多项式. 

13. 证明： 如果 fO ) 在 ( a —心 &+ e ) 上可积， £ >0为一常数，则 

Ilm \ \f(x-\-k) — f(x) {dx =-0 


B 


(积分连续性). 

14 , 设 /( 疋 ) 在丑上可积， E n dE f 


1,2, …是瓦 的一串收敛的可测子 


n 




集，证明 


limi f(x)dx=^\ \imf(aOdx. 

J J^n 


15. 利用 Fatou 引理给出 Iim/ rt (a?) =/0) a* e* 情况下的 Lebesgue 控 

偉 4 的 

制收敛定理的一个更直接更初等的证明. 

(提示：注意 和 PU ) —八 ( W 都是非负可测 函数， 

于是可以引用 Fatou 引理而证得 

\ f (^) dx 




3, 


■ ri 


零 


4 


lim 


和 


lim I f n {x)dx^\ f(x)dx 

S J f 


Fubini 定理 


在 Riemann 积分理论中，我们曾经讨论过重积分与累次积分 
的关系，如果/是矩形 O , b ; c ， rf ],/0, 條 I 上连续，则 

[\ f ( x y y)dxiy = ^ dx ^ 

本节的中心问题，是要对 Lebesgue 积分建 立相应 的定理，即 
Fubini 定理.我们会发现在交换积分顺序这个问题上， Lebesgue 


d 


: Kx ， y)dy 


C 
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积 分论中要求的条件也比 Riemann 积分论中的要求少得多,这是 
.新积分方便之处. 

为了建立 Fubini 定理，我们要进一步讨 论乘积 空间的测度问 

題，在第三章§4中，我们曾证明，如果 J 和 B 分别是 R p 和 R 〃中 
的可 测集合 ，则义 xS 便是 R 州中的可测集合， m ( AxB )= mA - 

mB . 又如果五是中的可测集合，则几乎对于所有的 

口心都是圯中的可测集合，现在我们要进一步证明下述定 




定理1若亙是= Rm 中的可测集合， m ( x ) 
，则 m ( aO 是在上几乎处处有定义的可 测函数 ，并且 


( x ) dx 


E ~ 


// 


rm 


证明先考虑 E 为有界集的情形，由第三章§3定理3,有有 

oo 

_ 

1=1 

Q =( Q ^ E )\ JE , 


界的仏型集合 


得 


G X =(G-E),UE X> 

TnCr x ~ 7TI (Gr — E) x * 4 * W/E Xi 


子是 


(a?) = fnE x = vnGx — fn(G — 


由于 


m ( G — E ) = mG—mE = 0 


以从第三章 §4 定理 2, 


m ( G — E ) x ^-0 a . e . 于 R p 
可见作为^的函数饥((?~幻，是非负可测的.并且 
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^ (0 — E) x dx = Q . 

于是我们只要能证明是$的可测函数且 


Cjt ^ doc ~~~ TTt Ct 


即可 


令 O [ K ， 则 M 仍为有界开集，卩6^且 

71 — 1 

… 30.., 


于是 


^ x = p ] ( G%) xy 

H — 1 

(G?) r 3 (Gt)j--Z)(G^) X ZD 


■ « » 


所以 


mG x - \imm{Gt) x . 

( Wh 是 $ 的可测函数，并且 


如果我们能证明 


m 


则由第三章§ 2 定理6和 Levi 定理 


mG = MmfnG * = li 


(Gt) x dx 


li 


^jn(0n) x da:= j^ p mG x dx. 

k 

• s 

^((^:^是^;的可测函数和等式 f f m ( G*) x dsr 

. fc p 

A 

G * 是有界开集，所以可以表成可数多个互不相交的左开右財 

I ， 2 ,…的并(第三章§3引 理)： 


以下我们就来证明 


L 

4 


= mG 


区间 / r ) 


f 1€5 


i 1 


G 


显然 （w)z= U 所以 

i — 1 


(1) 


(/n 


m C ^ n ) x = 


mi 


是区间， W(/ 广 h 显然是 $ 的简单函数 （<7; n) h 是!^ 中一区 
珣或者为空集)，并且 


(I\ n) ) x ds^ \li n) \^ml^ 


于是由 （1 ) 式知是 a? 的可测函数，而且根据 Lebesgue 基 
本定理，还有 


( Ii n) ) x dx 


(G：) x dz = 


i^l 


=^] m /| tt> — 

i^l 


= mGt 


这正是我们所要证明的事实. 

再考虑 e 是无界可测集合的情形. 

E m ^Elx; W« 


鄉友 m 是丑的有界可测子集， 


U 丑 

^=1 


E = 


B m <zE m ^ (w>l) 


坦此 


五 ， U (EJ X , (E m ) x CZ(E m ^) x (m^l). 

m=l 
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从而付于 R p 中使都可测的 a 


mE x :- lim 7 n ( E m ) 


而由前段证明， m ( E m ) x 是 x 的几乎处处有定义的可测函数，且 


W ( ) : == 7 B E 


:因此， m 皂也是 a ; 的可测函数，并且 


mE x dx = 


]imm(E m ) x dx 


slim m(E m )j : dx 


= UmmE m =mE 


证完 


现在我们来证明 Fubini 定理， 

定理 2 (Fubini 定理）设 /( a :, y ) 是 = R 〃上的可 

1 

积函数.则 

(1) 几乎对所有的是 y 的可积函数； 

(2) 几乎处处有定义的函数 


9M = \ f(^, y)dy 


是在上可积的; 

(3) 有等式 




f(z)dz = 


进明我们分两步来证明. 

1°设/(2)是非负可测函数，其下方图形是 G = G ( R ^;/)， 


侧 


f(z)dz 


G = 


( 1 ) 
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既然 /( :) 可积，自然应有 w (?< + 00. 

从定理1 9 mG x 应是 a; 的几乎处处有定义的可测函数 ， K 

(? = j* p mG x dx m 


(2> 


m 


从而由 §2 定理3, 


mG x < +co a.e. 于] R p . 

可是^其实是固定 a： ，视 /0，y) 为 y 的函数时的下方图形，因此 
由第四章§ 1定理1，我们已证明几乎对所 有的％ /Or，W 作为 2T 的 
函数是非负可测的，并且根据§ 1定理3还有 


/ O , y)Ay mG x a . e . 于 ] R 


再结合 (1)、（2) 两式便得 


\^ Kz)dz 


dx ) K J( x ^ d y = 

所以对干非负可测函数定理已得证. 

L 

2°设/(幻是一般的可积函数，设广 Os) 和广 (4 是它的正部> 
和负部，由于/0)可积，所以/ + (2), /'0O 都是可积的， f ( x,y 

= — / _ 0,20且 


mG = 


U /物 - f 

从 1°, 几乎对于所有的於11、/ + 0,20和/_0^)都是穿的在 W 

上可积的涵数.于是 /( A 20 也几乎对所有的是 y 的在 R « 

上 可积的 函数. 又因 


f ( z)dz = 


f _( z)dz 


(3) 


9 \ 0)= j Rg / + (A20 办, 


9 z W y)dy 

都是在 R 75 上几乎处处定义的可积函数，所以 
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/( 八 V)dy 


ff(^)=9iW-92M 


最后由 （3) 式 


f 一 （ z)dz 


f ( z)d 


f"(z)dz — 


y 、 d y — 

I rP I R? / + (^, y ) dy - f Rj f- (X, y) dy^ 

dx\ J(^,y)dy. 


/-( t ，y ) dy 


dx 


J R 


:定 理证完 


推论 1 若 /( r ， y ) 在 〃上可积 ，则 


\ R f dx ) R J (x ^ )d ^ = 

推论 2 若 /( d 非负可测，则 

( 1 ) 几乎对所有的/0,2/)都是夕的非负可测函数 

(2) 有等式 

f R ”, /( 抽= J r ，办 f R ,/。， _ = { r5 叫 

证明从定理2之证明中的1°可得. 

推论3设 / O ) 是在上可测的，如果几乎对于所有的 

^eR p , \J(x f y)\ 都关于夕可积,并且 

<^| ? \f(x,y)\dy< + CC, 

JR 


f(x,y)dx 


/(ar, y)dx 


则 /( d 是在上可积的， 

证明留作习题. 

例如果 /( W 是 R 1 上的可测函数，则 /&— W 是 R 2 上的可 


测函数 


证明我们要证明对任意 aeH ， E ={(^? j ); f ( x - y )> a}U 
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是 JR2 中的可测集合.令4二{工;/0)>仏炉 (' y)=x — y ， 则 A: 

是 IT 中的可测集合，茗 =fT YAK 参考第四章§ 1习题的第10题） 

* 

而且 p 还是从 R 2 到 R 1 的连续函数.这说明我们只要能证明对 R 1 
中的仟总可测集 ] 01)都是 R 2 中的可测集，即证明当 dcR 1 
可测时 iO, y); 是 H 2 中的可测集即可.当乂是 R 1 中 

的 Borel 集时 ,9^04) 是 R 2 中的 Bore 〖集，（见上述习题. ） 当然是 
可测的.如果 A 是 R 1 中一测度为零的 Borel 集， 

炉〆的示性函数，则 <p s 0r， y ) 是 R 2 上的非负可测函数. 


< p B ( x , y ) d ( x , y ) 


mB= 


是由推论2及 w(々 + 為 )）=«* 禹二 0有 


< Pb ($， y ) d ( x ， y ) 


办 j Ri 9^0, y)dy 

m(y + A^) dy 


M 


0 dy = 0 


Idx — 




所以 mB 二 0. 由于对 R 1 中任意测度为零的集合為 都有％ 型集 

I 

(当然是 Borel 集)/1。3乂使 w 4 o = m 4 = 0( 第三(取§ 3 定理 3), 而 
< p ~ l ( A ) c ：( p - 1 ( A Q ) f m < p ~ 1 ( A 0 )^ O f 所以沪 - 〗 04) 是 R 2 中的外测度 

为零的集合，从而是可测的.现设4是 R 1 中的-般的可测集，由 
第三章§ 3 定理 4 ,可取 I集(当然是 Borel 集 )^CM, 使 
一 F) =0. 于是从 


便知〆 （4) 是 R 2 中的可测集、证完. 


<p 


习 


1. 证明推论 3. 

2. 证明当/(工)在上可积, 〆 y ) 在上可积时， / U ) p ( W 在 


可积 
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3 -设 ZO ， y ) 在上非负可测. 证明： 如果对每一妊都 
* R ? 上几乎处处有限，则几乎对所有的 y 6 Rs /( a ；, W 都在上几乎处处 


:有 PU ‘ 


4•设 / U , y ) 在 ^={( ty ); o < ic < i , o < y < i } 上可积，证明 

l o ( \ j (:， y 、 A ? j 、) dx = 〔( Q / O ’ y ) 心)办’ 

5-设 /0 r )，,?0 r ) 都在 [ fl ，6] 上连续,/&)< 〆 无 证明 

^={(x,y);a^x^b,f(x)^y^g(x)} 

^ K 2 中的可测集合，并且对于任意在芯上连续的 Ak , y )， 都有 

f h(z)iz= ^ dx \ 8 

Jb J « J /< x > 


K :， y)dy 


6, 证明 


sry 


，当 V + f >0, 


f ^ ty )^ Uj ^+ y 1 Y 


，当 x=y = Q y 

I 

在 E ={( x 9 tf ); — — i < y < i } 上是不可积的 _ 但这时推浓 l 中的两 
个累次积分都存在且相等. 

7- 证明： 如果 


y z —x 


H ^ fV ) 


(00<1,0<夕<1), 




( x 2 + y 2 ) 2 


m 


\ l dx\ X f(x 9 y)dy^\ l dA 1 f(x f y)dx 

0*0 Jo Jo 


这是否与 Fubini 定理相冲突? 


微分与不定积分 


在数学分析中，我们知道微分运算与积分运算是互 逆的： 

】•对于给定的连续函数/00,它的带有任意常数的不定积 


分 


= f ( t)dt + C 


CD 


是 T 的可微函数，并且处处有 
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F f ( x )= f ( x ). 

n . 如果是具有连续导数的函数, 

f ( x ) = F f ( x ). 


( 2 ) 


则等式 


J a 

成立.此处 c 是某一常数 ( c =— 

■ 

现在我们有了 Lebesgue 积分理论，它可以适用于许多非连续 
函数. 于是 发生这样两个 问题： 

问题 I 如果 (1) 中的函数/00只是可积的，那么等式 (2) 是 
否 成立？ 由于可积函数可以在一个测度为零的点集上任意改变它 
的值 而不影 响它的积分,所以在讨论问题 〖时 ，自 然只应要求 (2) 

■T 

式是几乎处处成立而不应是处处成立. h 

问题 II 在什么情况下，给定的函数 PO ) 具有可积的¥函 
数/(4并且使 (3) 式成立？当然，我们现在也可以只要求的 
导 函数足 在几乎处处的意义下存在， 

今后我们还是像在数学分析中一样，把 ( 1 ) 式中的 

\j(t)dt+C 


(3) 


F ( x)^C 




F ( x ) 


积分 狀 

■ 

f (0 dt . 我们将从问题 II 入手.为此我们先介 


称为可积函数/(幻 的不定积分.此处当 x < c * 时, 


仍然理解为 j 
绍一个定义和一个预备定理. 

定义1设芯是中的一个点集，夕是 R 1 中一族区间(不一 
定是开的)，如果对任意 长 E 及任意£>0,都有 / ea , 使: re / 且 

I 

0<\/\< e , 则称夕是五的一个 Vitali 覆盖. 

弓 | 理 l(Vitali 覆盖引理）如果 wK + oo ， 夕是丑的一个 


172 



Vitali 覆盖，则对于任意0>0，都可以从及中选出有限多个互不 

■ 

_ 

相交 的区间/1,*"，/»来，使得 


U ^ < £ 

E = 1 / 


E — 


(与 Borel 有限覆盖定理相比较，不妨称这个结果为差不多覆盖 
定理） • 


证明由于 mM < + co , 我们可取开集 万使 》2(?<十00, 

_■ + 

又如果区间/含有点6则必可作一闭区间厂 C /使 zeA ，所以我 
们 不妨设$中的 E 间都是闭的.令 

由于<5是开集，义是亙的 Vitali 覆盖,所以及！仍为丑的 Vitali 


復: 


对于任意给定的 e >0, 任意取定―个属于的区间记为 

人，如果已有 


(E — Ii ) 〈 e* 

则证 明已可完成.如果 m ^ E - I ^ e , 则有汝 尽使 p ( a ;,/ 1 )>0 
由 Vitali 覆盖的定义便 知应有/氏 •^使 

0<\ It \< p ( x 9 I 1 ). 


♦ 


显然/?门厂=0.令 


则 （ XASmG ^ + oo •取 / 2 6%，使 


/ 2 门7\=：0， 1| ^>-^<5! 


一般说来,如已作出 A , / 2 , A 而仍有 


U ^ )> e 

；=1 / 


E - 


(4) 
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m 




k 


则由于 U a 是闭集，丑一 u 八乒必，和义是万的 Vitali 覆盖細 

i = l i = 1 

{/ ; /6 夕 , ， |/|>O,/f|/) = 0， ）= 1 ， 2 , … ，衫 


是非空的.从而 

0<d k ^snp{\I\;ie^ lf |/|>0,/ 门 / 尸 0，/ = 1 , …，耐 

+ oo. 


因此我们可以从义 i 中选出一 h+i 使且八 +1 门/尸0， 


j = 1,2,…，七我们来证明这个过程必在某一步终止而得到所需要- 
的/,，…，/»来. 

设不然，则由归纳法，便会得到一串包含于 G 内的互不相交的: 


闭区间 


’1 ， ’2 ， "• ， Ifi， 


« ■ » 


使对一切 W 都有 


<5 n =s U p{|/i ; /e^,/n/;=0,j=VHj} 

|/ fl+l |><5 n /2. 


(5) 


( 6 ) 


n 




(7> 


E— 


m 


由于 


«o 


eo 


2 \ I n\=m U In }^mG< + 00, 


ft=l 


所以1/7||~ > 0，<5„<2|/„+1|—0(11400).设11 () 充分大，使得 


€ 


S i^i< 


n„+ 1 


o 


«o 


n 


o 


U 因 p a u 

E = 1 V < — X 


E >0 及 A 是芯的 Vitali 覆: 


对干任意 長 E 


_■■甲囑 
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盖，应有 / a 使 


( 8 > 


\I 1 2 > 0 , 1 f] li — 0 f i = 1 , 2 , 

由 （5) 和 （6) 式知 I /1 <^ o <2|/„ o+1 |. 设 m 是使 (5 m < I /:| 成立的正 
整数，则了必至少与 A ， …，中的一个相交.令 jo = tnia 

I 

j —1>2, •••, jo —1* 

由 (5) 式， |/|<(5 V -1<2|/ >0 |, 从而由 (8) 式 jo > n B ，如果6。的中 ii：v 

是 ar v 0，则 

1 心 。— a i + i°^~ v s 0 i<i,i +1 n. 。 i< 令 


, n 0 


5 


则虻/〗。,因此我们如果对每一 A , 纟 >« o , 都作开区间 


Xi 


j 


2 


其中 A 为乃的中心点，则 


n D 


oo 


U H 〕 E — [ jl , 

i « Hn + 1 i =1 


0 


OO 


eo 


E i ^ i = 2 

i ■!!«+) * * » ft + 1 


而 


Q 


Q 


n 


0 


u ， 

i = 1 


t <«• 这与 (7) 式矛盾. 


所以 w * 丑一 


定义2设 / Or ) 是在[>， &] 上定义的函数，于任囊 

> 

3>0,令① 


札（怎 。）= sup C /( a ?)] > w i ( x 0 )= inf [/⑷]， 


X^ ： a,bl 
0 <\X-Xn\<A 


x6co f hi 

0<\x-x^\ <6 


o 


①和 叫 ( 办 ) 可以分别取 + oo 和一 oo 为值 
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带-« ■味卜相 •擊 I 




则礼是随 <5 的减小而不增的,％则是随<5的减小而不减的.因 
而当 <5—0+ 时有极限，我们分别称此极限为时 )/(：r) 的上极 
跟及下极限,圮作 /( a :) 和 UlD fix ). 


定义3于函数 / O), 及定点 a , 定义 

f ( x 0 + h )- f ( x 0 ) 


^ f (^ o ) = Tim 


h 


+ 




h 


D-f(x Q )=m 扭 

a 

f (怎 0+ 尨）一/ (^o) 


* 


D-f(^o) = Um 


h 


D+,/)+,/>-，Z)_ 分别称为 /(a:) 的右上，右下，左上，左下导数.显 
然，如果/ (*0 在X。点有导数 /'(Z。)， 则尸(私 ) f (^o) = ^ f (^o) 

J 

^ D + f ( x 0 ) 二 D _ f ( x 0 )， 反之,如果这四个导数都相等，则 /Or) 在 
有导数，其导数尸 (A) 即等于这四个导数的共同值，当尸 (A) 有限 

时，称 /O) 在知点可微. 

引理2 D + (- f )^- D + f , D ~(- f ) = ^D f . 又若 
g ( x ) 二 一 /(y), 则 D + g ( x ) =^ D - f ( y ), D + g ( x ) =£L/(y). 

[证 明]这都是显然的事实. 

定理 l(Lebesgue ) 如果 / O) 是 [fl, 幻上的单调函数，则/⑷ 

在 [>,&] h 几乎处处可微，尸(功在 0,6] 上可积且 


X 


— 3 P , 




tt 


(9) 


f'Mdx j^|/(6) —/(o)| 

证明我们不妨设 / o) 是在 [«, c 上单调不减.我们要征明 
的第一个结论是 

oc<Z>^/(z)=Z)'/(it)=D + /(ar)=Z) + /(a:)< + cxD 

注意仏/(*)<以/(0；), /)—/(*)</)_/(*)• 故又只需证明 


a* e 
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1° "( x ) df ( x )， D - f ( x )^ DJ ( x ) 

m{x; a<x<&, D^f(x) = ±00} = 0 . 

因为这时从 1 ° 与四种导数的定义将有 

D + f ( x )^ D . f ( x )^ D ~ f ( x )^ D + f ( x )^ f ( x ) 

此外，若已证出 


a. e 


o 




( 10 ) 


D+f(xXD_f(x) a.e. , 

则当令 ffO) = -/(-ar) 时， PO) 也是单调不减的函数，因此便 


也有 


( 11 > 


D^g(x)^D-g(x) a.e. 


由引理2 


D + g(x) ^D + (-f(y)) = —D + f(?j) 
D-g(x)=D—(-f(y)) 二 一 D~f(y) 

代入 (10) 式，则得 一i) + /( y )<_Z)-/(y) 

D~f(y)<DJ(y) 

可见我们只要证明 （10) 与 2° 即可. 

为证 (10) 式,即求证 

E x — {x; D + f(x)>D^f(x) t a<x<b } 广 

的测度为零.用 Q+ 表示全体正有理数的集合，对^ seer, 令 

E T ,3—{x 9 y a<x<b 9 D^f(x)>r>s>D^f(x)}. 

我们来证明恒有 m 艮， s = 0. 因为 BfUKm 所以这相当于证明 


e， 从而得 


a, e 


r,s€Q 


设不然，即有 r,S6Q+, 使 m ^ E r 9 S > Q . 于是对任意 e >0 f 都可 

作开集 G ： DE r ， s ，使 州(?<(1 + 0«1*私„.对 x 云 E 

<S ， 对任意6>0,都可选 A 使 0<A<6 且 




T9Sf 




<5,0—6, x 2 dG 


— h 


令 
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= xGE 


<s ， Hx—h,x2ciG} 9 


T9Sf 


— h 


则夕 ！ 显然是的一个 Vitali 覆盖，由引理 1, 可从夕 ！ 中选出 

有限多个互不相交的区间 


L ^l —h ]，[>2 -办2，怎2 L ^ t — h kf Xj 


来，使得 


k 


— U L^i — hi.xJ 

i = 1 


4 c 


E 


<e 


T9S 


+是 


Js 


U — )= S * 

= I / £ ^ 1 


i ^ mG < C ( li - e ) m ^ E r 


( 12 ) 


m 


98 ^ 




h 


n U i>‘ 

V i = l 


E 


i — hi.xj Y ^ m^E 


r99 


T99 


h 


~ U L x i — h if XiJ p > m * E r 

i = 1 / 

记忍 … 门 (U (A— 为汉•因 SdE rt 




E r 


(13) 


—m 


— € 


9S 


3S 


k 


对 d 都有 


S 9 


D ^ f ( y )> r . 所以由汉及 /?+/(y) 的定义，对任意 t5>0, 都可选取 

f ( y A i )- f ( y ) 


i &0< l < d f 


且有某一 * ip^i — 完 


全包含 [y，2/+U. 令 


/(y + i )— f ( y ) 


^2 二 + 


> r 9 y ^ s 9 且有 id 使 




[ y,y + Gc(Xr 

則 A 是 S 的一 Vitali 覆盖.由引理 1, 又可从.交 2 中选出有限多 

• 个互不相交的 K 间 


汉1 ,穿 I + 6 ]，[夕2，穿2 + ,2]，…， LVt 9 Vt ~ hjp 
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- U LyuVs+hl )<e 

I 


使得 


♦ 


s 


从而由 （13) 式 


m 


攀 


^ ) l j = m (U Lyjy Vs^~ hi ) 

J= X \ j = 1 J 


e "> m ^ E r , s — 2 e 


注意从 / 2 的定义有 




所以 


y ^ Xf(yj hij )- f ( Pj ) l > r ^[ l J > r ( m ：¥ E rtS -2 e ) 


(14) 


另一方面 /(O 是单调不减的且对每一 [ h , 〖 i ] 都有使 

{. Vj ^ — Xi ), 所以 

fiVi^r If ) —f ( Vs ). 


从而由 （12) 式 

2] [/(☆ + D—/d— 〜 )]=^2 s 為 ‘ 

i =1 I«I 

<is (1 e)m*E r ， 


h 


k 


(15) 


3 


连结 (14), (15) 两式便得 


r ( m * E T>s — 2 e )<^ s ( l ^ e )7 n ^ B r>8 


而 e >0 是任意的，所以得 


rm * E r , s < sm * E ” 9 


这与 r 〉 s 相冲突，这说 明^% mE ” s =0 不可，这完成了 mE ^ 

的证明. 


现在已知尸(幻是在 [«, 上几乎处处有定义的， 0 <f OrK 


十 oo , 令 
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n 


fn (^) = 


n /(: + :) —/W，n = l ， 2,3. 




1 jn 


(此处我们规定当 06 时，令/«=/(6))，则/„⑷是 O, 6] 上的 
非负可测函数且 

hrn/»/'(I) a.e • 于 O, &]• 


因此由 Fatou 引理 


b 


b 


li 


f f ⑻ dx^ 


fnM dx 


n - 


a 


a 


b 


— lim B /( x + — )—f( x ) 


m 


a ^ 




a + 


n 


f(x)dz 


f(x)dx 


= Iim^ i 




b 


a 


(t +~ 




n 


= /(&) —limn f(^)dx^f(b)—f(a)< + oo 


n -too 


a 


这不仅证明了 2° 而且也证明了 （9) 式.证完. 

定义4设 / C0 是区间 [a ,6] 上的一个函数，对于的一 


个分划 




a = - b y 


令 


n 


V ( A ) = 2 


称为 / Or) 关于分划 A 的变差.如果存在常数I，使对一切分划 A 
都有 V(A )< 礼则称 / Or) 为[>，刃上的有界变差函数.由全体 
V(A) 所作成的数集的上确界称为 /O) 在0, 6] 上的总变襄，记汾 


vs(/). 


根据定义，易见闭区间[«,6]上的有限的单调函数 /Or) 都是 
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有界变差的，而且其总变差即为 l / G )—/(«) I . 另外区间 [ flA ] 上 
的两个有界变差函数的和、差、积仍为!>，&]上的有 界变差函数. 
(习题的第1 题). 

引理3若/⑻在[>,6]上是有界变差的， a < c <6, 则 / O ) 
在 [ a , 幻和 [ c ,6] 上也是有界变差的，并且有等式 

VU/)=VS(/)+VJ(/> 

证明 fW 在 [ a ， C ], 0,6] 上有界变差是显然的,我们只要证 


( 16 ) 


明 （16) 式 


若 


A 


— X 0 < X l <-^< X n = C > 

△2: c = = 6 


分别是[>，0和 0,6] 上的分划，则 


A；<i = xo < 疋 1<0"<0^ = 4<4<".<4 二 


是 0,6] 上的一个分划.并且 


VCAO+VCA^-VCAXVJC/). 


可见 


vk /)+ V 5(/)<^(/). 

另一方面，设心<1=心<%<—<‘ = 6是[>,6]的一个分划，如果 
有某一々= c ，则 A 可以拆成 O , c ] 的一分划 A ^ O , 6] 的一分划 A 2 , 


而且 


V ( A)=V (〜)十 V ( A 2 )< VS (/)+ V ;(/) ; 

如果没有〜=心则可将 c 点添入而得[«，&]的一新分划显然 

V ( A )< V ( AO < VS (/)- fVJ (/). 

所以对于任何 △, 都有 V ( A )< VS (/> + VJ (/)* 


从而 


VJ(/)<VS(/) + VJ(/0 


证完 
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对于 [0, 6] 上的函数 fO ) 及分划 a ^ Xo < x x <^< x % ^ b t 

把 / O ) 关于 A 的变差 V ( A ) 分为两 部分： 

V + (A)= S [/(A)—/Oh)], 


/ ( 工 f ( 怎 n 〉 


S 1 / ⑹ 一 ui 


V^(A) 




f(Xi)<f(x ri ) 


V + (A)+V_(A)=V(A), 

V + (A)-V~(A)=/(6)-/(a). 

如果 /(x) 在 [fl, 6] 上是有界变差的，则 

supV + (AXsupV(A) =VJ (/) 〈丄 co, 

A \ 

supV' (A)<supV(A) = VJ (/) < + co ， 

A A 

我们把 supV+(A) 和8即^(么)分别称为/(0：)在1>,&；|上的正变差： 


(17) 


A 


A 


和负变差，记为 VJ(/) 和 V〗(/)_ 由 （17) 式, 


V ； (/)+VJ(/)<VJ(/) 


我们来证明实际上有等式 


v;(/)+v 5 (/)=vs(/). 

• • 

首先我们注意如果在一分划 △ 中添加分点而成八'，則 ，, 

V(A)<V (厶 IVIAKVVA ， ) ， V_(A)<V-(A') 

_ 

因此如果△«,△〔， M 是 0,6] 上的三个分划，使 

- , V 

I 

VJ(/»V (A rt »VJ(/)-i 


(18> 


m 


v:(/)>v+ ( 幻〉 vu/)— 士， 


n 


vu/) 彡 V-(A:)>VU/) — 去， 


n 
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而夂是合并、 A 〗 ， W 的分点得到的新分划，则更. 

VU/»V(aJ>VU/)--, 


vu /)> v + ( Aj > v ^(/) 


vu/»v-(Aj>vu/)--, 


而且 


V(Aj=V + (A n )+V-(A,), 
V + (A„)-V-(A n ) =/(&)-/(«) 

令 n—>co 9 便得 (18) 式，并且还有 


vu/)-vu/) =/(&)-««) 

对于 a <«6, 由引理在 0,6] 上有界变差时 ，却 >, o 
上也有界变差.令 

V(0-Vi(/),V(0 =v*(/), vco^vuo, … 

易见这都是在 [ a , 6] 上单调不减的函数.由 （19) 式还得 

★ 

I 

/(0= VC 0+/( a )- V ^),«<^<& 

V 05)+/( a ) 仍是 0,6] 上的单调不减函数.所以/(《）是两个单调 
不减函数之差. 

定理2如果/以)是区间 0,6] 上有定义的函数，则 

(1) / O ) 在 0,6] 上有界变差的充要条件是/0)能表成两个 
单调不减函数之差； 

(2) 若/⑻在 [ a , 6] 上有界变差，则/⑴在 [«,&] 上几乎此 
处可微， /' 00在1>, &] 上可积，并且 

if ( x )|^< Vi (/) 


( 19 > 


( 20 > 


I 


( 21 ) 


证明由 于两个 单调不 减函数之差是有界变差的， 结合前面 
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已证明的 (20) 式，即知 (1) 成立. 

由定理1及 (1) 知 / O ) 在 [>,&] 上有界变 差时， 广（均一定在 
[ fl , 6] 上几乎处处存在，由 （20) 式， 

尸 (*) = V ， (^) - Y f ( x ) 应.6.于[>,13]. 

从而由 （9) 式及 (18) 式得 


b 


lf f (x) \dx^\ \V f (x)-V f (x)\dx 


b 


I 


y f (x) da:+ I y’ （ a:)(fir 


= V(b) + v(b) = V(h) 


这也就证明了 （21) 式，证完. 

例1 Camor 函数0 0) 设 C 是 [0, 1] 上的 Cantor 集合. 
我们把定义 C ? 时从 [0,1] 中去掉的那可数多个开区间加以分组.第 

,第二组包含两个长度为 


) 


一组包含一个长度为 f 的区间 ( 去, 

陳间(士， !•)，(‘♦)， 

为 i 的区间 . 


一般说来，第《组包含个长度 


2 


3 n -2 3 n — 1 


2 


在(?0.4[0, 1] — C 上如下定义一个 函数： 

1/2, 沃 (1/3,2/3 )， 

1/4, x6(1/3 2 ,2/3 2 ), 

3/4 ， x6(7/3%8/3 2 ), 


@( af ) 二 


1 3 5 2 n -l 


这里 © O ) 在第》组的个区间上，侬次取^ 


2 rt ^ 2 n， , 
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然后用定义 


sup® ⑴， 0(0) =0,©(1) = 1 


@(怎）= 


f < X 

t €G 


0 


的办法把❹(: T ) 的定义扩充到整个区间 [0,1] 上.易见 0 O ) 是 




[0,1] 上的单调不减函数.由于 


， 2 n —l,n = l，2 


& = 1 , 2 , 


* » » 


[2 nJ 


在[0，1]上稠密，所以 © Or ) 还是[«，6]上的连续函数，在队上, 
@ f ( x )=0 f mmC = Q y 所以 


0’ (； r )=0 a . e •于 [0,1] 


于是 


W (x)dx — 0<cS(l) — ©(0) =1 

0 

这个 © O ) 称为 [0,1] 上的 Cantor 函数. 

如果令 


20)=;(@(0：) + 怎）, 


2 


则 A ( or ) 更是在 [0,1] 上严格递增的连续函数，由于 

e •于 [ a ， b ], 


丫 0) 


a 


所以同样有 


A 1 (x)dx =—<C^W —A(0) 


o 


上述例子说明，即使所考虑的函数是连续的， （9) 和 (21) 中的不等 

号仍能成立.所以函数的有界变差性虽然能保证它有可积的导函 
数，但不能保证我们熟知的 Newton - Lebnitz 公式成立，即不能保 

证 (3) 式成立. 

例2函数 


7 t 


2 


a? 7 ^ 0 , 


X COS5" 


2, 


f(x ) = 


X 


0 , 


x=0 
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是处处有导数的, 


Jt 




2xco%^^2n — 




sin : T ， 


尸 W = 


a ; 


x 


x 


o . 


x = 0 


:但是尸 Or) 在 [0,1] 上不可积. 

事实上，只要0红《，幻,尸⑷便在 [a, 沒]上连续，从而 

f f (x)dx-f(^)~f(a) =^ 2 cos^ 

V^TI >J0B= ^ m 




jT 


—a cos 


« 


a 


取 


R — 


0 


n 


f f (a?) dx , 72 = 1 ， 2, 3, 

Zn 


a 


71 


注意: hC r [ a ny 札]， 《 = 1, 2, 3, …,是互不相交的，所以 


U 71 = 1 I 1 




f r (x)dx 


n 


n 


n = l 


oo 


— V 1 —— + 

^2 n 

71= 1 

定义 5 设 / Or) 是 [a, 6] 上的函数，如果对于任意 e>0, 恒有 

3>0,使于[以，6」上的任意一组分点 


oo 


n 


只要 — 便有 


n 


2]1胸一/(%)丨 ◊, 


则称 f ( x ) 为 [>,&] 上的绝对连续函数，或说 f ( x ) 在 [fl, 6] 上绝对 


连续 


显然 [«, 6] 上的绝对连续函数必在 [fl, 6] 上一致连续. 

现在 我们来证明在 [a, &] 上绝对连续的函数 一定是 [a, 6] 上的 


186 


有界变差函数.设 A 是定义5中使乏]汍 — A ) <4时，；2 I / ( b i > 

i 式乎 1 

_/( A )|< l 的正常数 ， N = {tzl 


+ 1，此处 i 表^^的整数 


<5! 


部分，用0 = 心<义 〈… < yiv =6 把 [ flf ，6] 等 分成 N 个长度小于4 
的小区间.对于 [>,&] 的任意分划 A , 把…，义 v M 添加进去,得- 
到新的分划 


A: o — Zq<^z I = b 9 


则 /(W 关于△的变差 


V ( A )< V (4) -2 i /(^)-/(^ i)l 

i = 1 

=2 S \ f (^ i )— f (^ i - i )\ 


J= 1 


所以 


VJCf )<#< + oo . 

定理 3 如果 /( ar ) 在 0,6] 上绝对连续，则 / Or ) 在 [ a , 上儿 
乎处处可微，尸在 [>,&] 上可积，并且 


1 


f{x)dx = f{b)-f{a). 


( 22 ) 


证明 因绝对连续函数都是有 界变差 函数， 所以由定理2 

( 2 ), / O ) 在 0,6] 上几乎处处可微且尸⑷ 在 [«, &] 上可积.对于 
:>&,令 /(均 二 /(&)_ 定义 


/^+― )-/(^) 


n 


义 n W = 


n — I 


n 


则 A rt (； r ) 是 [ a ,6] 上的可积函数，并且 


t »7 


(23) 


于 [ M ] 


lim^„(x) =/’(ar) 

n >oo 

以下我们来证明 { AO )} 是在 [>，6] 上积分等度绝对连续的函数 


者 




序列 


设 e >0 已给定，<5>0是定义 5 中所说的对应于 e 的一 常数. 

1,2, 3,…是包含于0, &) 内的互不相交的区 

_ m 

®, y ; 则对于任意恥1]( & 厂〜）所以由乃的 

i=i 


如果 A = 




定义,对任意3^0, &]，都有 


y^J(x \ bj) — f (z+ Gj) <2 I /( 怎 + & <) —/(T— a i) l<e 

_ I i — 1 

< =1 * — 1 


从而 


— fix) ] dx 


A n (x)dx = 


U ^ 


IMdx 




f(x)dx— 


n 


『产 1 讯 
n 12^ 


U(h Vx)-f(a i \-xnix 


<« f n 2][/( 〜+ 怎）一 / (〜 uo ] 

Jo , _ . 


dx 


ti —1,2,3, 


<£f 


进而由 §2 定理 4(4)， 


A n ( a :)^^ ^ e , n = 1, 2,3, 




u 

^ — i 
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这样，对于任意开集 0( Z [_ a 9 hl 9 只要 mG <6 便有 

•» 

^ n (x)dx <e, 

J o 


( 24 > 


7i=l,2, 3, 


» « • 


oo 


如果是一 仏集： A = f ) G m , mA<d, 则可设诸开集 ~ 


tn=j 


也有 mG m <S ^ G m ] G m + 1 . 因此由 （参考 § 2 习 题的第 13 题) 


limi A n ( x ) dx — i A n ( x)dx 


G 


及 (24) 便知 


现设 JOX6] 是任意的可测子集,因第三章 §3 定理 3, 有 
G d 型集合 GlDd, 使 mG^mA t 于是 mG<d t m ( G — A ) =0, 所以 

[ | A n (x)dx = I j X n (x)dx 

这 i 正明 { A n Or )} 确实是在 [ a , 6] 上积分等度绝对连续的序列.由 

Vitali 定理 （ § 2, 定理 6) 及 (23) 式， 

f f '( x )^ = limf 

J a n ->oo J f 


B = l ， 2, 3, 


= 1 , 2 , 3 , 


ai 


A r ( x)dx 


6 


— f ( x ) \dx 


n 


[in 


a + — 


n 


n 


f ( x ) dx — I f ( x)dx 


=limn 


6 


a 


n - 


=/(&) 一 / ⑷ 


证完 


x 


引理4设 / W 是上的可积函数， f ( t ) it =0 9 W \ f (^> 


a 


= 0 a , e , 于匸 


X 


既然假设自然对于任何区间 /, 恒有 


证明 
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f ( a:)h = 0, 从而对于任意开集 GTC [>，6：], 均有！ f ( x ) d^Q 
设 PC [«，6] 是一闭集，令则 

f ( x ) dx = f f ( x ) dx — f f ( x)dx — Q 

J F • a J 0 

假如引理不真，则 /(4 在 [ aJ ] 上不几乎处处为零，不妨设 

I 

m { x ; xe [ a ! f b 2 9 fW >0}>0 9 从而有 n , 使 m ( x : x 6[ a ， b? h f ( x )> 

=v>o. 显然我们可以取一 闭集心 使 Pc={a；ae[a， 6]， f ( x )> 


0 


n 


d 


夂，且于是 


2 


m 


d 


0 = f(x)dx^~mF^^>0 


2 n 


n 


F 


矛盾 


定理 4 若 / O ) 在 0,6] 上可积，又 

F(x) — [ f(t)dt-jrC y a^x^b 9 

J a 

则尸 Or ) 是在 [«，6] 上绝对连续的函数， ， 

F r (x) ^f(x) a . e . 于 [ a ,6]. 

证明从 § 2 定理 5 易见 POr ) 是在 [>, 上绝对连续的,因此 
由定理3知 P (: r ) 在[心 6] 上几乎处处可微， V (4 在 [>,&] 上可积. 

并且对于任意 a ： e [ a ,&], 都有 




X 


F ( x )- F ( a ) = \ F f ( t)dt 


a 


rv(G 心，所以 

J a 


而由定义 F ( x )- F ( a ) 


1 


X 


— a < r ^6 


a 


由引理 4 便得 


F ^ x ) - f ( x ) &』.于[>，6] 


J 90 

h I 


证 


定理4圆满地回答了问题 I ，结合定理3,我们看到绝对连续 

I 

性是一个函数为一 Lebesgue 可积函数的不定积分的特征性质.同 
时也给予了问题 II 一个回答.但是例2告诉我们，如果从微分与 
积分应为互逆的运算这一角度来观察，则问题并没有得到很好的 
解决.例2中的函数处处有有限的导数，但导函数却不是可积的, 
这时要想从导函数反过来求原来的函数， Lebesgue 的积分理论并 

不解决问题3,需要另外的积分理论，不过这已超出了本课程的范 
围.此处不拟再讨论. 

定理 5( 分部积分法）设/(均在 [ a , 上绝对连续，私幻在 

• . • 

|>,&]上可积，穿0) = [ A ⑺心 + C ， C 为常数，则 


卜 ! 


f(x)A(x)dx^f(x)g(x) 

证明令刀表区域 < y « b . 由千/⑻在上绝对 
连续，所以 f ( W 是可积的，从而 

F ( x，to 二 Mx ) ro /) 

是刀上的可积函数.由 Fubini 定理， 

r^f ^)j t {y)dy^=[ f(z)dz= \ dy[ f , (x)dx ) 

Jo J a JD J a J y 


g(x)f f (x)dx 


(25) 


dx\ A(x)f f (y)dy^ 


?^(x)f(x)dx- f(o)lg(b)~g(a)2 


JV 


^(^)f(y)dx=\ f f (y)Lg(b)~g(y)2dy 


f(y)9(?/)dx + g(b)Zf(b)-j(ay]. 
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所以 


f 


f(x)A(x)dz = f(x)g(x) 


f f (x)g(x)dx 




证完 


作为本节的结尾，我们再来证明一个经常用到的变量替換 


公式 


定理6如果 / Or ), 〆 幻都是可积函数,分00>0#00是穿00 

的一个不定积分, 05), 则 


f 


f(x)dx= f(G(t))g(t)dt 


(26) 


证明 首先注意如果 PO ) 是绝对连续函数，则由定 义易见 
以外幻）仍是绝对连续的，因此如果取/0*0的一个不定积 分作为 

由定理4和定理3便有 


f(x)dx^F(b)-F(a) = F(G(fi))-F(G(a)) 


fT F(G(t))\dt ， 

J \ / 」 




因此要证明 （26) 式，只要能证明 

_ 

LF(G(t))J = f(G(t))g(t) a.e 


(27) 


即可 


先考虑 / O ) 有界，观的情况，对于使 G (< + A ) 
/(? ⑴的 A , 


F(G(t + h))~F(G(t)) 


h 


_ F(G(t + h))-F(G(t)) G(t + h)-G(t) 

■ ■ ^ ■ ■ ■ . -H 

G(t- k)~G(t) 

由定理 4 , 几乎对所有的 < ，都有 

G(t + k) 一 


( 28 ) 


=g(t) 


h 
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令私表示使上式不成 立的# 的集合，则讯私)= 0•令 


则当 尾时, 


G(t +ft) 


F(G(t^h))-F(G(t))\_ 1 


f ( x)dz 


h 


h 


Git) 


~LG(t + k)-G(t)3 KO (A->0) 


h 


由于这时 /( G (《）） KG =0, 所以 (27) 式成立，再设 

E 2 ={t ； G f (t)^g(t)>0 f F t (G(t))=f(G(t))}, 

私夕⑴>0,但 P ( G ( O /(6 K 0> 不成立 }• 

由 (28) 式知 在私上 (27) 式成立.可见我们只要证明《^ 3 = 0,为 
此又只需证明对每一正整数饥， 


\ 




w ) 


都是测度为零的即可. 

设5>0是任意给定的，根据定理4, 

I 

m{x;x = G(t), i^E Zfm } = 0 . 

所以我们可作一开集阳&，, }使得 m <9<<5 •对 

于每一纟6五 3» m ， 考虑区间[纟 ，纟 + &]，根据五 3， m 的定义及 

| 

的连续性，知当6>0充分小时， 

[G(t)，(}(t + h) ： iC ：0 KG(t + h) — G( f)>^：. 


m 


显然所有这样的 E 间^构成的一个 Vhali 覆盖.从而① 

^ • 

由引理1,可以从中选出有限多个互不相 交的区 间： 


i 《1 + W , …， in — Unt 


使 


①显然不妨设五有界，从而外测度有限. 
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、五 3，朽 - U “ ) 

j = 1 


<<5 


从而 




m 


<6 + m (tj -{- kj ) — (? d )] 


^ d -\- m ' mO < i ( l J rm ) S . 

注意^ >0 是任意的，所以 m£： 3 , m = 0. 这说明当 Lf(aOI<*^Wv 
(27) 式确实是成立的，从而这时公式 (26> 成立. 

对于一般的 f ⑻，显然可设 f ( x )> 0 . 令 {/(af)}„ = 
in{/0)，K}, 则对一切? 1 都有 

由 Levi 定理 （ § 1 定理 5) 便知这时 (26) 式仍成立.证完、 


Ilf] 


I 


令 n 


— co , 


习 


1. 证明：如果 /0 c ), i /0 r ) 都是 [ o ,&] 上的有界变差函数，则 
f{x)g(x) 也都是[>,6]上的有界变差函数. 

2. 证明：当尸 ( o 0 在 0,6] 上处处存在且有界时, / Or ) 是在1>,6]上绝对 


连续的 


3 - 在 R 1 中的可测集合五及定点％，称 lim m (五门（怎。 一 <5,怎。+<3))/2在 

a 岭 

为丑在％处的密度，记为6(%).证明心(疋)=1 a . e •于丑和 a . 

千 E 、 

% 

4. 证明： 当/⑻在 [ a ,6] 上绝对连续时，£|尸 Or )|&= FS (/). 

5. 证明不可能有 R 1 中的可测集五，使对一切 ar 6[0, l ] 都有 


e 


([0， a ?] D 丑） = ^ tt ^ 
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么设？ KU 是 i> ， 6] 上的可测函数， 

sup ess|y(0 |^inf{sup \y(t) \;Ed[a f b^mE=Q} 

I 

< + oo 


la.b] 


t € [ C # b \ ^ S 


X 


Y (^tr) = \ y(, d^x^b 


证明 


Y(z f )-Y(x ft ) 


— sup ess 1^(01 


sup 


tt 


X ~x 


b ] 


> X 


7. 设 /O) 在 [>,&] 上可积，并且 


b 


f(x) dx = 0,n = 0 t l f 2 f 3 9 






a 


F(x) = \ / ⑴札 «& 


a 


说明 •. 对于任意多项式 PU ) 都有 


b 


F(w)P(x)dx^0. 


a 


进而证明 /(^r)-0 3.6_ 于 |>，&：1 

&证明 


9 flFv^O 


2 


sin — 


F ( x ) — 


z 


x 


0 , 


^—0 


在 [—1,1] 上处处可微，但 FOr) 不在 [—1,1] 上绝对连续 . 

9_ 证明： 如果 /( 幻在 O, 6] 上绝对连续， ^=[>,6], 

{/(幻；怎0?},则饥/(五）=0. 

10, 设 /Or) 在[~&]上连续 ,以疋)在 0,6] 上可积，且 证明 V 必 

s 

有纤 [> ， 6 ]使 


0 ,觸厶 


mti 


f Six)g{x)dx=f{i)[ h g{ai)dx. 

J a J a 

IU 设 /(x) 在 [a,6] 上可积 , p(x) 在 [a, 6] 上单调且绝对连续 . 证 明:必 
有 I€[a, 6 ] 使 


f(^)ff(x)dz=g(a)\ S 

• a J a 

进而证明上述事实或对任何在 [>,&] 上单调的有限函数都成立.（积分第二 
中值定理 .） 


b 


f(x)ix^rg(b)\ f(m)dx. 


^ m 


般测度空间上的 Lebesgue 积分 


设汶 是一非空集合， W 是汉的子集的一个 CT- 域，则(尽 i) 躭称 
为一可测空间， W 中的元素称为这个可测空间中的可测集合.回 
想到我们在第四章中定义简单函数和函数的可测性时，只用到了 
集合的可测性而并没用到测度.所以我们可以把这呰槪念移植到 
一般的可测空间上来.即对于定义在没上的实函数 /&), 当存在 
忍的有限多个互不相交的可测子集尽， •••,&» 及实数…, 


使汉 = (J A 且在每一个 仏上, /($) 都恒等于常数 C i 时， 称 f ( X ) 

i = 1 

为汉上的简单函数.而如果对于任意 a6R, {x;f(x)>am^m 
S+, 称/(功 为汉上 的可测函数，或说 /(*) 在 >5 上可测. （严格说 
来，应说/(幻是 OS, W) 上的可测函数或 /(*) 在 os, i) 上可测 .） 

除了与连续性和下方图形有关的结论,如凡连续函数皆可测、非负 
函数可测的充要条件是下方图形可测及 Lusin 定理等结论以外, 

第四章中有关可测函数的结论现在仍然都是成立的.当然由于在 
一般的可测空间中，只有集合的可测性而没有可测集合的测度，自 
然也就没有几乎处处成立之说，所以在第四章中出现“几乎处处" 
的地方，都应改为处处成立. 

r 

k 

函 数的积 分和函数的可测性不一样，定 义积分 时是不仅要用 

I 

到集合的可测性，而且要用到集合的测度的.如果在一可测空间 
(S,i) 上述给定了一个定义于 W 上的测度 0S, 则我们就称给定了 
一测度空间 

设 (S,W,«) 是一给定的测度空间，如果 otCS)<+oo( 从而对 
任意 zew 都有 a (』)<+oo), 则说这个测度空间是有 限的; 如果 
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= + co , 但占 = U S ^ S ^. aCS.X 

i-l 

说这个测度空间是 or- 有限的. 比如当 fO ) 是 R 1 上的有界单樹遥 
增右连续函数,％是由 0 ( a ;) 产生的 R 1 上的 Lebesgue-StieltjeS 撇 

度时， （ R 1 ,%.%) 是一有限的测度空间，而 如果 m 是 R” 上的普通. 
的 Lebesgue 测度， 则 (R B , 肌, 《*) 不是 有限的 而只是 or- 有限的测 

度空间. 


«⑻ 


i -1,2, 3,… •則 


现在我们要讨论定义于抽象测度空间上的函数的积分.为简 
便计，我们假定所给定的测度空间是有限的，其实所得 
到的结论，绝大部分都是可以容易地推广到有限的测度空间上 
去的.另外，我们还假定所给的测度空间是完备的，即当 
«(^) - 0 时的一切子集也都属于: 

在测度空间 ( 44a ) 中，我们仍可以和以前在 ( R ”, 趼 ,n 
一样， 定义： 命题 PO ) 在这上 a - 几乎处处成立（记为 P0r>a 

L 

(«)), 如果存在 iVe ^, a ( iV )- 0 , 使对 ^ es - N , 尸 o ) 恒成立. 

对于定义在 OS , w ,«) 上的函数 f ( x ), 现在我们可以把§ 1 和 
§ 2 中的讨论原封不动地搬过来而得到积分 J s /( r ) 必(由于 现在的 
测度适我们把积分记号中的“改成了也 0 和可积函数 的槪: 
念.这时§ 1 中的各定理，除有关下方图形的定理 3 外都依然成. 
立.（由于现在还假定了 a (忍) < + oo , 所以证明还会更简单费 .） 
至于§ 2 中的各定理,讨论 Riemann 积分和 Lebesgue 积分关系的 

定理 1 现在当然不会有了，其他从结论到证明都不需要作卖质性 
的改变即可移植过来. 

在一般的测度空间上的积分理论中，相当干§ 4 定理 3 的是所 
谓 Radon-Nikodym 定理，现在我们就来介绍这个重要结果，为- 

此我们要先介绍一个类似于有界变差函数的 Jordan 分麟(§ 4 ( 18 > 
式)的结果,即所谓完全可加集合函数的 Jordan-Hahn 分解. 


)中 
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定理 1 ( Jordan^Hahn 分解）设 y 是定义于 W 上的完全可 

I 

加集合函数， 〆 0) =0， 〆 』)> — oo (/4 ㊀ O , 则存使当 

时， juM )>0; 而当 』 e ^，4 C/) c =《一 Z ) 时， 


于是 


，⑷ =//_/)) ( Ae ^ d ), 

— — fi ( A n D c ) 


都是 W 上的测度 ®， 


fi(A) = (A) — ill''(A) (AEtsd) 


并且对任意 zev 还有 


fi^(A) =sup{fi(B); 

fi^(A) ^sup{— // (B); B6tc/, BCZA} ^ 

证明 我们主要是要证明这样的集合必定存在.只要证明 

了这点，其余就都是很显然的事情了. 

对 dew , 我们 定义： 


^(A) =sup{ju(B); 56^, BdA}, 

得到一个在 W 上定义的集合函数 .. 因为 M (0) 二0,所以 〆 04) 
>0•令 


^ = { B ； B ^ jd , /x + ( fi ) = 0} • 

fi =inf 

选氏 e 琢，使 〆 札)— oo ). 从只的完全可加性，对于任意 


A ( z [ jB n , Ae^ f 都有 

11 = 1 


P 04 ) = 4 乂 n _ Cl( 凡 ― T/ 瓦 ) 

\ ! n = l k - l 


①由于/ x (4)> — C 0, 所以 + ~ 对任意都成立，即 / i - 还 

是有限测度. 
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s 私凡 - u 叫 

\ \ / 


（氏） 


所以 ， [jB 

\ n=l 


m BA U B n ^ m ^ 于是 

n~l 


= 0. 


u 氏 

fl^l 


㈣ (y 石 


-B i l-rjuCB^) 


=M 


<" + (5) + 以（氏） =/i(BO 

(i—oo). 

这说明从而 j 0> —co •令 

d=b c ^s-b 9 

则 = 以下我们来证明这个 i> 

即合乎要求. 

首先当 jei,^4c；/> e 时， mM )< o 是显然的，因为我们已有 

pt + (B) = // + (/> c ) =sup{^ (^ 4 ); ^ 46 ^/, AdD c } = 0 . 

_ 

尚待证明的是当时 / z04)>0. 用反证法，设有 A,e^, 
j 0 C/?, 使 #04。)<0.如果 M + Mo)=0, 则 

^i + (AMB)= sup{jn(C); CU ， CC^oLiB} 

^supf/tzCOt )； sup {fi (C 2) l C 2 ^： ^, 0 zCB} 

-/i + Uo)+// + (B)=0, 

于是爲 UJ^ 激.但是由于為 HB = 0, 

fi(A 0 UB)^ti Uo) + /2(5)<ju(5 ) 味 

* 

这与沒的定义相冲突.可见只可能有 M + Uo»0. 这时便有正整数 
1,使存在 ZC 山满足用 h 表示这样的正整 
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数中之最小者，又丑 AC :也便 M (芯贝^ 

A\^Aa — E\^js£, 
yd) =#( 山） 一 p (丑 i)OC4o) 

对于戌重复以上的讨论，又可选出一个最小的正整 数 H 
E 占 B 2 CZAi 使 M (忍 于是对于 A2 - A1 ― E 2 又有 


ki 


<0 


kz 


^(Az) = /i(^4i) — p ( 丑 2 〉 <0* 

这个过程可以一直进行下去，而得到一串包含于山内的、属于/ 

从〆 ( A 0 ) <(V 


的互不相交的集合 E n ，n = l ,2,3, …， fi ( E n )> 


k 


还可知 


E n )= J ^ fi ( E n )< + oo 


0 < fi 


因若不然便有 


^0— U 五 n) 十 /^ ( Cl 五 n) 


=+ oo 


(山） = M 


与 fi ( Ao )<0 相矛盾.于是 




这说明必有及 ft— 0° (当 K，0O). 令 


U 芯 

fl-1 


E = ^4()— 


71 1 


则当时必有#04)<0.这是因为如果 / i(4)>0，_ 

■ 

有正整数&使〆 4) 从定义 I时所要求的最小性，知: 

对一切》都成立，这是与 1—00 相矛盾的.这样我 们作也 
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的芯是使 M + (五 ）=0的. 

若 A ^ 9 A ( ZB \} E f 刖因 Bf\E = 0， 

<只+(6) + 〆 (£?)=()• 

可见 BU 跋涊 • 可是从 （1) 式知 


00 


- U &) 


fi ( E )= n(A 


71 = 1 


CO 


(^ o ) — u 〆 (瓦 1 ) 






n^=l 


< A * ( vIq ) < C 0. 

于是 / i ( BU 丑 ）= A ( B ) + 〆 五) < n ( B )=^ p , 这也与芦的定义相冲 

突、这样我们证明了对于 zew ,3 c ：/), 必有 〆 j )>0 .定理证宗. 

从测度论的角度来看，定理1中这样的分解 A 为，和 r 的 

办法是唯一的.这就是说如果另一集合 Aej ， 也有 

H ( A )^0 当 i 46 ja ^， ZCZ /^ i ， 

(1 ( A ) ^0 当 >4 ClZ)f _ 


则必对任意 jew 都有 

fi(Ar\D)^fi(AViD,)^ ii(Ar\D c )^fi(Ar\D^) 


( 1 ) 


这是因为 


( D - D i ) dD , Af ] ( Z )- Z ? J ) cZ>i 
两式同时成立，所以 


C 


MiAOCD-DO^O.uCAnCD-DOXO 

同时成立，因而 M ( jfl ( P —/>1)) = 0. 同理 

fi(An(D^D))= 0 . 


子是 




201 


同理可证 （ l ) 式的第二式成立. 

满足条件 j « (公 ） =0, 〆 』)> 一 co 的定义于 w 上的完 

全可加集合函数称为 W 上的符号*度，这时 k I =/i + + A ^ 也是 
定义于 w 上的一个测度，称为#的全变差. 

定义1 设 a , w ,«) 是一测度空间，¥是定义于 i 上的符号 
测度，如果当 Ae^ f a ( A )= Q 时，恒有 fi ( A )=0 f 则说 / i 是关于 a 

绝对连续的.记为 "《 a . 

.. _ 一 ■、 _ 

当 / i « oj 时，对任意 zew ， oj 04) =0,由于 

a(Api 0) ^a(Af] D c ) =0, 

fi(AnD)=fi(Ar\D c )=0 P 


所以 


认而 


|/i I ⑷ =jU + ⑷⑷ 

= fi ( Af ] D ) — fj f ( AC \ D c ) =0 


即由于对任意 dew 都有 

| M U )|< li «|(^). 

所以 / K < a 的充要条件是其实我们还可以 证明： 如果 
l /^ K^X + oo , 则 〆 <«的充要条件是对任意 e >0, 都有 
使必冬《04)<<5时， \ fi \( A )< e . 这条件的充分性是显然的. 
要说明必要性，设对某〜>0,没有合乎要求的^则对每一正整敦， 


B ， 都有 A n E ： dd f 使 《 C 4 ft ) <~^ i , |^| ( i 4„)> e 0 * 令 


aupA n = 门 LM 

n=l k - n 


En = li 


并且从 
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a(E 0 )<J [J A k )<^oi(A,)< L r - >0, 

' k-n / k = n ^ 


:知 a (忍 O )=0, 但是由于 


l^\ [\J A 


^\ fi \( A n )^e 


Im! (E 0 ) =Hm|/i| |J A k j>e 。与 I p I 《a 矛 盾 


所以 


定理 2 (Radon Nikodyn 定理）如果"是 W 上的符号测 

度,则有可测函数 /( 均使 


/i (^4) = f(x)d<x {A^^sd) 

J A 

的充要条件是这时 p(S)< + co 的充要条件是 /(ar) 关于 
«可积； P 为非负的充要条件是 /O)>0 

財，这个 /O) 在 oc- 几乎处处相等的意义下是唯一的.这时 /Or) 


( 2 ) 


又当 + 


-a. e 


dfz 


通常称为 // 关于 a 的 Radon-Nikodym 导数 ^ 记为 

证明关于定理的第一部分，只需证明充分性.即证明当 
p《a 时，存在满足 (2) 的可测函数 /(ar ). 由于时, ju + 《os, 

#_《《,所以我们还不妨假设 P 是非负的①，即设〆4)>0 (Ae 


d 


£l 


d ^) 


先考虑 CO 的情形。注意如果/是一个使 （2) 成立 
的可测函数， !7(W 是一个使对一切 A6 ^ 都有 


g ( x ) da ^ fi ( A ) 


(3) 


的非负可测函数，则对任意都有 




[/(尤）一夕<»]此="(』）一 g ( x ) da ^0 


①而且 P (幻 <+ oo 的充要条件是 〆 (5)<+ 
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因此 


fW>9{x) f 

这告诉我们应该如何去找 /&), 即/0*0如存在,应该是满足 (3) 式; 
的非负可测函数的“上确界”.不过一般说来满足 (3) 式的非负可 
测函数是很多的，它们的上确界很可能是不可测的,而且由于在所 
有使 《( ⑷ )=0 的点处,这个上确界都必定是+所以不大可能 
就是满足 (2) 式的函数.因此这个“上确界”不能是逐点取的上 


a - a . e 


确界 


令幺表示所有 对一切都有 （3) 式的非负可测函 数的集 
合，显 然恒等 于零的函数属于念,所以贫非空. 我 们来证 

1° 若 UzG 父， 则夕 (aOsmaxkOr), 穿 2 0)}e^f, 

2° 若 ff n € 钇， Sf n ( xXg n u ( x )， n > l ， 则 〆 a ;) 




设必令 


Ai^Af] {x;g l (x)^g 2 (x)}, 
A 2 = Af] {x;g { (x)<g z (x)} 9 

PW A ,, A 2 e^ 9 A^A { \J4 29 A l f]A 2 = 0. 所以 


^(ar)(2ot = I dot + 丨 


< 9 i(x)da + g 2 (x)da 




这证明了 1°. 至于 2°, 由于〜 Or ) 鈿对一切都成 


立，而由 Levi 定理, 


g(x)da = lim g n (x)da 


所 以_然 也有 g(x)da^fi(A). 即也有 念 
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现在令 


sup|f g ( x ) da ; g €^\ 

.由于 a < + 00 , 由上确界定义,存在一串 9 n^ f ffi 


(7 = 


丨 0(怎）忒々^汀， = 1，2, 3, 


a — 


n 


s 


令 


*0) = max { w 0), ."，〜(:)}, 

則 幺•且 gt{x)^gU { (x) t n = l,2 f Z, 

f ( x ) = \ imgt ( x ). 


1，2,3, 


Ji¬ 


ll 


定义 




我们往证明这个 / Or ) 就是使 (2) 式成立的“上确界”函数. 

显然 /( W 是非负可测的.由 2 °,/ e 幺并且由 Levi 定理, 


f ( x ) da = lim gt ( x ) da 


S 


S 


>Hra g n ( x)da 


n^^°J S 


>lim 

« 呤》 


a — —— l = cr 


n 


所以 


=(7 


令 




(A) — ^i{A)— f(x)ia 


V 


A 


由于兒, V 是 W 上的一非负测度. 


从而 


v n = v — 


n 


是 i 上的符号测度(因 a (汉) < + w ，所以 v „( i 4)>_ co ). 对 v ft 应 
用定理1，得到使 

+ (^)= v n (^ n ^). 


^( A ) = — V n {^ V \^ n ) 


V 


V 


n 
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h 4h 


这也就是说对任意 A ^ jd , 

v ( Af ] D n )^~ a ( AC \ D n ), v(i4D^»X~-a(^n^«) • 

于是若用?>〜0)表 Z) n 的示性函数，则 

(x)}ia = f/ ⑻ H 

f ( x ) da ^^ a { Ar \ D n ) 


1 ， 2,3,…) 


71 = 


{/O) 


d 




Af\D 


n 


n 


n 


A 


< fMda + v ( Af ] O n ) 


A 


^ f ( x ) da J r v ( A ) 


A 


这说明 / 


从而应有 

/( 物 < £[/(x) + j 炉〜 0)Xtr, 

(X) S 


(J — 


S 


于是 


D n ( 怎 ） Sot = 0, 


s 


s 


进而 


a (/> n ) =0, n = 1, 2, 

<50 

令 B = IJ 久，则 Be « B ) 二 


鑄濤着 


0，所以应有 fi ( B ) =0 # 又从^ 


■71 = 1 


a ( S )=0 知 /(a：) 如= 0,所以 


B 


^ f ( x)doi = 0. 

注意 V 是一测度,所以对任意 Ae ^. AaB , 都有 v ( A ) =0, 从而 ， 

一 

v(Af] B) = 0 9 (AEdd) . - 


v ( B ) = ft ( B ) —— 


另一方而，对任意〃，都有 
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V(5°)<v(^) <- a(D c n ) 


n 


^—a(S) <C + <x> 


所以 v ( B ^)=0. 总之，对于任意 Ae^ P 

O^v(A) =v(Af\B) -\-v(Af)B c ) 

^v(Af]B) + v(B c )=0. 


这说明 


ft(A) = \ f(x)da 


即 (2) 式成立.另外，由于现在 "OS)< + co , 所以 /( ar) 还是关于 

K 可积的. 

再看〆 >S) = +oo 的情形.令 

^ = {B\ B^^sdy \i (B)<i -hoo}. 


取涿，使 


\ima(B n ) =sup<a(^) < + co 


| j 〜则扣 e 涊 ， WCB 

:=1 


令 


B 


i 


因此 


= lima(B*) =Sup{a( J B) ； 


B 


令 


li n { A )= fi ( Ar \( Bt - B ^ x )) 04 ew ， 邱 =0), 

_ 

则 A 是 W 上的测 度，…(*5)< + 00,//„《0£. 所以由前段证明 ，有 
非 负可测 函数八 ( a :), 使 ；|: 


/i„(i4) = f n (x)dct ， A^jd 



?i = l,2,3. 


对于(扣一札:！ ^ 的任何可测子集丑，〜(幻=0,所以 


fnW =0 9 a - a . e . 于(说 一 扣―！) 


定义 


fn ( x ) ,当斤和一 


/(*) = 


十 00 ， 在别处， 

则八 W 是非负可测函数.往下证明这时 (2) 式成立 


= 0,则有 


设如果4 乂门 


心门 ㈣ ) 


因此 


// ( j ) = fx 


Af] 


—fi f Af\ |J — )= ^ // (Af] (B« — 

\ n-l / 

=jUn(^) = 2 f fn( x ) d<X 

篡 =1 n = l J A 

f n (x)da 

i ) 

/( jc ) rfa = j / OOtZa . 




= 2 } 




如果 


o/^n (Q 5* ) e )=d>o. 
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則这时必有/ x 04)« + oo . 因为如果 //OIX + od , 则对任意 




都有 


C m ^4 U (0 抝 ) 


6 涊 


(C m )>dAf] 


=忒+ 


注意 m ~> 00时, 


= sup{a(B);B6^} 


B 


B 


便会得到 


sup{a(B); > sup {os ( C w ) } 


l »> 1 


^rf + sup{a(jB); 

产生矛盾.另一方面在』 Gl 取 rj 5 上 / o ) =+ oo , 所以 

\ n—1 / 


f(x)da= +oo 


0» 


c 




j f(x)da. 

最后证明所述 / O ) 的唯一性.设另有一个 A 也满足 (2) 式. 
因为 + / Or ) 关于《可积，因而是 a - 几乎处处有限的. 
考虑几乎处处有定义的函数 Kar )=/0 t )_ A 0 r ), 对任意 

j^(ir)dot = j y(a?)tfa—J 


总之 / Or ) 确实使 (2) 式成立 


可见这时仍有只 04) 




A ( 疋 ） (Zoc 0 
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S 此 g 〔 x ) 二 Q a - a . e 


即 /(:) = 为 O ) 

以下我们讨论有关乘积测度和 Fubini 定理的问题. 

设 ( T , 涊)是两个可测空间，对于五 C > SxT , xes f 
yer , 还是分别称 




； 7C 


■ 


^A{y; (x,y)eE} 和瓦⑥ {a:; (a:, y)€E} 

为茗在 z 处和在 y 处的截 a . 又称 xew , se 忽的乘积 zxB 为 
s x r 中的可测矩形，由 >8 X r 中全体可测矩形所产生的 , S X r 的 
子集的心域，称为乘积 o ■-域 ，记为 Wx 風这时⑺ xr,wx 涊) 

也是一可测空间,称为可测空间 ( AW ), CT , 激)的乘积 空间. 

引理1如果丑是乘积空间 ( Nxr , wx 忽)中的可测集，即 

x 则对于任意 xes，E 夭涊, 对任意 yeT , Ed 

又如果 / O , 20是 OSfxT , Wx 涊)上的可测函数，则对一切 

汉)都是女的 ( r , 激)上的可测函数，对一切 y eT ， f(x ， y) 

都是37的 (A W ) 上的可测函数. 

证明如果丑=乂 x b 是汶 x r 的可测矩形，则 

B , 当忐次 

0，当 xeA y 

所以定理的第一个结论对所有可测矩形都成立.用穸记这 xT 中 
使定理的第一个结论成立的子集的集合.由于对任意 E . czSxT , 

夂,都有 


A, 当 ㈣ ， 

0, 当 y 豆 B ， 


1 二 


— 


(Et) z = (E x )U(ED y -L(E A )n% 


U m 

— 1 

I 

ru ) = n (E X ) X9 (f]B；)^n (E A )\ 


；, 6^ 


e 


eA 




( xes . yeT ). 

易见穸是一 o *- 域.从而穸: Dix 激.这证明了定理的第一个结 
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论.至十第二个结论，只要注意到 f ( a ：, y ) 可测的充要条件是对任 
意实数 


都属于 Wx 忽即从第一结论推出. 

现在假设和 ( A 您, V )是两个有限的(完备）测度空 

■ 

间.如桌五是一 《 xr 中的可测矩形，五=4 xs , why ) 是其示 
性函数，则不仅对一切泛汉, 0, 20.是沒的可测函数，而且 

v (5)， 当 x^：Ai 

0, 当 xeA P 


於 jfO)A <Pb{x 9 y)dv= 


还是 r 的可测函数 


^ E ( x ) dti = fi ( A ) v ( B ) 


LI 


同样, 


(Psi^yy^ )dv = ii(A)v(B) 


所以 


Lf 


9b(x 9 p) dv)djLC = 


<Pe(x, y) dfi )dv. 


由于可测矩形的交还是可测矩形，可测矩形的有限并都可表成互 
不相交的可测矩形的有限并，而当丑是互不相交的可测矩形尽, 

n 

起 z ， …， E n 的有限并时， ( Psi ^ fV ) = 所以这时仍有 

^ 1 

I 

y)dvjdfi^ ^J^q> E {x f y)d^i\v. 


总之对由可测矩形的有限并所构成的域(记为 T) 中的任惫万，上 
述等式成立.现在我们来证明 

引理2对于乘积空间 OSxT , Wx 忽）中的任意可测集尽 


积分 
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^< p s ( x f y)dv 

都分别是 a : 的和 y 的可测函数，并且 


( p E { x y y ) d^t 


sCfa^^’ $) 办 ) ^ =1^(1 


<Pe {^ 9 y)dfi )dv 


证明令茨表 Sxr 中所有使上述性质成立的可测集合所构 
成的集合.我们要 证明％ = ix 琢， 

首先注意，如果 E n e ^, E n ( ZE n 


1,2,3,… ，则炉 ~(3?, 夕 ) 

是 /Sx T 上的一串非负可测函 数，％ ( a ：, yX < p … （ x ， y ), 并且 


n = 


肀 1 ， 


li 


<Ps n (x P y)=(pg{x, y) 


此处芯 =( J 免. 于是由 Levi 定理易见及 =( J&6% •同样，如 

九 =1 n - 1 

00 

1, 2 , 3 ，".,则门钇 6 %,这是因为当忍 e 

ii-l 

努时，汶 xr — 忍显然也属 于麥. （注意 9 V 0 T , y ) 

9>e(x f 0 及 /uOSX + o^vCTX + oo .) 另外我们还已知贫 

对于穸，如果 

1 ° 

2 °当忍时， 梦,， 

3° 从 黾 CK + i ,^=D^ 41 ,« = 1，2,3, m , 






恒能得出 U & e %, n 

ti^I n = l 

则我们就说梦 I 是 7 的一个正规子族.梦本身已知是梦的正规 
子族, 用， D 表梦的所有 正规子 族的交，易见7。仍是梦的正规 
子族, 它是％的最小正规子族. 

对子任意 Ge 贫，令 

^ e ( G )^{ E ; E f EC \ G f E c f ] G f Er \ G % E c H 0 r 都属于梦 }• 
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由干茗是一个域，又如果五《，匕 e 淡 


A =)/^ 丨，《 = 1，2, 3,…，则 U & , 门 匕球 ( G ). 这是 罔为梦 本身 

n = i n=l 1 

对于递增序列的并和递降序列的交是封闭的（即梦具有前边说的 

_ 

性质 3°.) 于是易见淡 （0 是贫的一个正规子集，从而由 ，。坤 定义 
^ f (6?)3^ 0 . 这证明对任意 ''' 

G(\e 9 g(\e%o c t\e 9 g c v\e c : 

J . ，■ 2 

都属于再取麥。中任意元素孖，用同样的办法作访 f (丑)，上面 

> 

证明的#实就是贫 c 淡（丑).于是淡（丑）也是穸的一 个正 _子 
族，从而穸 D c 淡(丑).注意丑 e ，。 任意，这证明穸 e 是二个 

. . I 

另外又已知穸。〕官和穸。从于递增序列的并、递降序的支輛 
闭，因此巧是包含嘗的一个 CT -域、由乘积 or - 代数的定义7 0 ] 

j X 涊，于是穸3 W X 涊. 可是穸中元奉都是乘积空间中雜极後 

集. 因此梦 涊. 证完. 

* k h i 

定义 2 对于有限的测度空间 (A 积空 

间中的任意可测集 x 乳令 


㈣ 

卜- 


I 


L0 




p E (x, y) dfi )dv 9 


( E ) 




易见它是定义于 MX 忽上的一个有限测度称之为 A 和 V 的 乘积测 

• 、 - J 、 7 . :. t 

度.记为 MX V • 一 

_ _ -f 

从前®的讨论我们知道当丑 = 4 x 丑是可测矩形时, I 

■■■■ ■、'. ■- « 

( fixv )( E )=^ fi ( A )^ v ( B ), ^ 

_ 

现柳 xT ，4 x 翎， A xv ) 成了一有限的测度空间.但一般 
说来,它不是完备的、但仍可和完备的测度空间上一样定义函数的 
积分，这时唯一不同的一点是/(^, y ) = gO «， y ) n ，并具/(心 y ) 

.. 士 、 

可测时， g ( x , 幻不一定仍可测.因此在这样的空间上讨论积分 
时原先的定理中条件里如果有 a . e •的，一般都应去掉 a . e . ,改为 
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处处成立 


定理3 ( Fubini 定理） MSxT f Wx 涊， // xv ) 是两个有 

测度空间的乘积，则 


， p(*)=j 

扣分别是 ( s ， w ) 和(八忽）上的非负可测函数并且 


/ Or , 9) dv ^ h(py 


(1) 对于非负可测函数 / Or , 梦) 




f(x ， y)d(fi xv)=^j(x)dfi^ ^h{y)dv 

• • 

(2) 如果 /( xj ) 是 0 Sx 3 T , Wx 激， / xxv ) 上的可积函数，财 

_ 

f 

-几乎对所有的 A f(x, y ) 是 y 的可积函数， V - 几乎对命有 
,/(620是 ar 的可积函数.由 


5 xr 


( 无） = f(x,y)dv 9 *(>)= f(x, y)dfi 


走义的函数仍然是可积的,并且有 

^g(x)dfi = = j 

证明先看 （1) 当 /0 r , y )=9 〆 *, 幻是從 Jx 激的示性函 


f ( x f y)i (iU x v )- (*) 


sxr 


数时, 


/O, y)d(fixv) = (fixv)(E ) ， 

所以从乘积籣度定义即知所述结论为真，于是当 / Or ， y ) 是非负 ST 
单函数时所述结论也成立.对干一般的非负可测函数 /(*, y ), 取 

一串非负的简单函数 ％( ar , 30 , 使 

、 

<Pn ( 工 , yX<p 1 (x ， y ) ， 

lim<p n (x, y ) 二 f(x ， y), (x 9 y)es xT 


SXT 


= H ."， 


n 


Levi 定理， 


<Pn(x 9 y)d(fx xv) 


f(x f y)d(fi x v) =lim 


SXT 
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/(a: ， y)d^i~\im\ <p n (x ， y 、 dfi ， 

rt x> / S 

im < Pn (、 y、h 

n ^aa r 


f(x 9 y) dv - li 


注意 


Kiy ) a | 


ffnW^j T <Pn(^ f y)Av ， 

都分别是 r 和 y 的非负可测函数， 

gnM ^9 n ^\ MfK { y )< K ^ x { y )^>^ 


v )^ 


所以同样由 Levi 定理有 


LI 


/o, y)dv 


< Pn(Xy y ) 心 Ufl 


IM 


LI 


q> n (x f y)dv dfi 


tp n (x ， y)d(ji xv) 


=Ii 


SxT 


f(z f y)d(^xv). 


LG /。， 神） 心 = fH … 




L(f 


<pn(^f lf)dft ) dv 


<Pn{Xj y)d(fi X V) 


f(x f y)d xv) 


再看 (2). 因为这时 l / Q ，9) I 是非负可枳函数.所以由已证 

明的 U )， 有 
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IXU 价， 卵 X(f 

\f{x,y) \d(fi x v) < + oo_ 


I/O, y)\d)d} dv 


从而 


I/O, 20|Av< + oo 


⑻于 >5, 


e 




1/(^ y )\ djx < + oo a_e.(v) 于 r. 

结合引理 i 便知几乎对所有的 戈， f ( x ， y ) ly 的可积函数, 

I 

几乎对所有的 y,/(;y) 是$的可积函数. 


gM=\ f(x ， y 、 Av ， h(f) = \ f(x, y)dfi 


分别是几乎和 v- 几乎处处有定义的函数.分别考虑 /Or, 20 的 

I * 

正部 r (心0和负部广(*,20,注意到 


I r ( a ， y ) dv ， 

J T 

Hy) = \ /+(*， y}^fi - f 广（灰， y)dfi. 

J S J s 

便可从 (1) 得到 iKd 和 A ( y ) 的可积性和 (*) 式.证完. 

仿照 “ 数学分析”中对累次积分的记法， （*) 式常常 被写成 

S 

I 

I | 

/(怎， y ) d ( fxxv ) 

J S JT J T J S JSXT 

有关一般测度空间上的积分，我们就介绍對此为止.作为结尾,我 

们再介绍一个 名词: 当 〆 W 是 R 1 上的有界的单调递增的右连续函 

* 

数,〜 是由它产生的 Lebesgue - Stiehjes 测 度时， 在 ( R 1 , 呢， a 》 
上的 积分称 为关于的 Lebesgue-Stieltjes 积分 ./ O ) 在 E ^ m Q 

Stieltjes 积分通常记为|^/(0初 Or ) 


g(x)^\ / + («, y)dv — 


b 


M f(x ， y)dv = \ dv\ f(x, = 


上关于 〆 $) 的 Lebesgue - 
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第六章函数空间 z 


在本章中我们总考虑复值实变函数.首先，每一个复值实变7 

函数 /(*) 都可以写成 / O )=^0 r ) 十的形式，其中 w ( aO , 
vOr ) 是两个实值的实变函数，称为 / Or ) 的实部和虚部，这里 i 自然: 
是虚数单位 V 17 !. 所谓 / O ) 可测是指《0)和〃 0) 都可测，当 •: 

«0)和都可积时,我们就说/(幻是可积的.又 

\fM\^{u 2 (x)+v z (x)} 


1/2 


称为/(幻的襪(函数).由于 

max {| M ( x ) |, | v ( ar ) |}<|/0) | + |«( r )|. 

所以在已知 /( W 可测时， /( a ：) 可积的充要条件是 IfOr ) I 可积，即_ 
复值实变函数的 Lebesgue 积分仍然是“绝对收敛”的.此外定义 


f(x)dx~ I u(x)dxi~ i 1 v(x)dx f 


这 时积分 的一些初等性质以及 Fubini 定理 和控制 收敛定理等定: 
理仍然成立. 

在本坻纪初， Hilbert 以有限线性方程组的解去逼近 无穷线 


性方程组的解，研究了具有性质乏:的数列{心}了 =1 ,, 


后来 Schmidt 和 FMchet 将 Hilbert 的理论与欧氏空间相比较，便称: * 

) 为空间中的点，而对于两个点 《 = …， 


=( 怎1，文2, 




» » » 


# _攀 


(注意圣 




|々丨 2 < + 00, 


，…）和 y = (%, y 2 , …，…) 
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+ 00 定义它们之间的距离为 




这;便产生了现在称之为 P 空间的概念.也许是受了 Fredholm 理 

论的影响，在1 9 0*7 年 F . Riesz 和 Fr^chet 同时提 出把产中的点 

改 为区间 [0, 1] 上的函数/ “）， 原来加于序列上的 条件自然变成 

_ 〆 • 

■ * 

_ 

l /(0 l 2 ^<+< x ) 而得到所谓的空间这是一个与 相 

# - ■ . I 

似的空间.后来人们又进一步推广这一思想而考虑使 |/(《） I 〃可 
积的函数 /(<), 引出空间2^,(以下我们总假定^>1,)这 就是本 
章所要讨论的对象. 


以下我们总假定瓦是 R 1 * 中一可测集， n ^>0_ : p > l 是<给定 

.的实数.考察所有使 |/( a：)| p 在五上可积的函数 / U ) 所构成的函 
数类 2 P ， 由于 


|a + 6|<2max(ia|, |6|), 


易见 


I fM ^gM\ P <2 P (\ /OO \g(x )\^ 9 

进此在 / Wd ⑷都属于於时，必有 

b 

af(x) + bg(x)e^, 

其中《，&可以是任意的常数.这表明是一线性 系统* 

任意 fM f g ( x ) e ^ 定义 

P\f W , 9 (x)\ == 

然兒 p 是一线性系统，所以 


|/( ar )— ff ( ar ) \ p dx 
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0^p(f(x),g(x))<-\-co. 

% 

显然 P (/ Or ),/(： r )〉=0, 但是从 p (/ Or )， yU 、)）=0, 却只能推出 

a . e •干尽而不能得出一定有另外如果 

IM ^f\(x),g(x) =ffi(a) a- e •干 E, 

则 f(x) — g(x) =f l (x) — g l (x) 


千五 ，从而 
p(fw, 9M) =p(fi(x) 9 gi(x)), 


所以我们不应该把幺 p 中的函数看成点，而应该把中的函僉加 
:以分类，使同一类中任意两个函数都是在五上几乎处处相等的，而 
属于不同类的函数则不会几乎处处相等.然后把如此榑到的那些* 
函数类做为空间中的点.对于分别包含 / O ) 和穿⑻ 梅两个类: 
(点）定义其间的距离为 


(I 


\f(x)—g(x)\ p dx 


我们以后就用 P (幻来表示用上述方式定义好了点与点之间的踣 
离的函数类的 集合, 称之为(丑上的)函数空间 L ^ E ). (当先必荽 

Us 

特别标明丑时，可简记为 P •又(幻常简记为 L ( E ) 或 L )； 对于 

• s 

幻中包含 fM 的类,就记为/而且还称为函数,也就是说不产 
格区分 z ^( E ) 中的元素与念*中的函数. 

欧氏空间中点与点之间距离三个最基本的性 质是： , 

t ■*-. 

( i ) /> Cr , y )>0， pO , y )=0 在且只在 时成立. 

( ii ) p ( x , y ) r = p ( y f x ). ^ 

( iii ) p ( x ， yXf )( x , z 、+ p ( z ， y ). 

对于 P 中的距离来说 ，（ i ) 已知成立， （ ii ) 是显然成 立的.下面我 
们要证明 （ iii ) 也成立.为此需要先来证明 一些重 要的不等式. 

I 

首先，从 Lagrange 中值定理易见 
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( o >&>0) 


并且等号在且只在 z = l 时才成立.现在令 




b 


得 




b 


h 


并且等号在且只在 fl 二 6 时成立.两端同乘以心则 

+ 6(1 — m ). 


a m b x ' m ^ b ^ rm ( a — b ) 

令 a = m ，# = l — m ， 则05+芦=1， 

I 

_ 

a a b^^.aa + bp 9 

并且等号在且只在 a = b 时成立. 


— a 


m 


a ) 


定理1 (Holder 不等式)如杲 2»1,9>1,-+ T = 1, 尺 
P ( E )， g 6 LnE )， 则 fg ^ ViE ) 并旦 

\ E \f(x)g (x) \HxJ /P (^^\g(x)\Hx^ 

其中等号在且只在1/ 1 p 和 kI " 相差一常数因子时成立.（通常称 
满足定理中条件的一对 J », g 为一对共轭指 ft ). 

证明如果/, P 中有一个是零，则 (2) 式左右两边都是零. 

• • 

f ? 式成立.以下设都不是零.于是 

\f{x) \ p dx>Q 9 f |^(*) |^rfx>0. 




( 2 ) 


由⑴式，对 xeE ， 如果1/001, kOr ) I 都大于零，贝 IJ 

\f(x)g(x)\ 


(I 


\/p 


UW\ p dx 


g(^)\ g dx 


i 1/00 


^ 1 \9 (^)\ q 

f \g(a ： )\^dx 9 

J E J E 

将上式两边都在 E 上枳分便得到 (2) 式，而且易见要使 (2) 式中等 
号成立，必须且只需 （3) 式中的等号几乎对所有的都成立. 


<- 


(3) 


V 
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由于 (1) 式中等号成立的充要条件是 a = \ 所以 (3) 式中等号 
成立的充要条件是 : 


ifCr)t 

\f(x)\^dx I \g{x)\ q dx 


\g(^)l J 


即 1/ P 和只差一常数因子.所以 (2) 式在且只在 I / p 和 
相差一常数因子时成立.证完. 


因为 




lf(x)g(x)ldx 


所以从定理 1立即可知 

1^/(^ ) 办 )—<({ J f(^)\ p I 夕 O) ] 9 ) 

定理 2 ( Minkowski 不等式）如果 P > lj t (五)，则 

I 

\f(x)+g(x)\^dx 


( 2 ) 


(( 


1/( 工）十 \9(^)\ p dx 


(4> 


当 ?>1 时，上式中的等号在且只在 f 和17相 差一非 负常数因子时 
成立 • 


1及101且 J * 

显然成立的. 现设？ >1, f \ f (^)+ g ( x )\ Hx > 0 . 令 ？ = 


证明 


1/00+0001^^0时， （4) 式是: 


则是一对共轭指数，取 


H ^) = \ fW + g ( x ) \ p/ 

則 heL ^( E ). 所以由 Holder 不等式知 


I 丄 

(L 1/0)1 ⑽)儿 1 /⑷切 O ) I 他 )' 


\f(x)\h(x)dx^ 
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1 _ 


\ f { x ) \- g { x )\ Hx ) , (5) 


\g(x) \h(x)dx^ 


注意 2 = P —1， 便得 


Q 


jj / O ) 4-^( ar ) P ^ = | 

<f \f(x) }h(x)dx^ \ \g(x) \h(x)dx 


I/O) \ g(x)\h(x)dx 


<{(\ B \ fM \ p dxy p 

% 

+(j 少⑷ \ p dx\ P }(f J/0) + 穸 O) I 处） 

要使 (4) 式中的等号成立,必须且只需 (5) 和 (6) 中第一个不等 
式都是等式.使 (5) 中二式为等式的充要条件是|/| p , 都只 

和 M 差一常数因子.由于^^0,所以 |/p 和 | g| p 之间也只差一 

■ 

常 数因子，比如说如果2二0,则 

f ( x )^0^ g ( x ) 


( 6 ) 


除上式两端，便得(4)式. 


千丑 


e . 


如果义>0,则 


I f Ml =^ ]/p l 9(x)1 

I 

现在进一步考査使 (6) 中第一个不等式成为等式的条件.首先注 
i _， ifi p ， 都和 w 只相差一常数@子.因此几乎 所有磁 

A(:r)=0 的 ; r 都使 /(a:) ： ^0r)=0 . 令丑 dr; A(x)>0], H 

. «r 

mE t >0. 要 (6) 式中第一个不等式是等式，就是要在尽上几乎处 


于忍 


f (7) 


处有 


I fW + 夕 OO I = I / (:) I + 1 9M I * 

这相当于说要 f W 和 170) 的辐角 Arg /( r ) 和 Arg〆 均在見上几 
乎处处相等(注意，由 （7) 式及在尽上 A >0, 知在成上 f ( x ) 9 g ( x ) 
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都是儿乎处处不等于零的)，于是从 (7) 式及在丑一尽上 /G0 = 

g(x) =0 


便得到 




e 


f ( x ) = A ^ p g ( x ) a. e_ 予 E • 

即 / 和 0 只相差一非负常数因子.证完. 

I 

有了 Minlcowski 不等式，我们立即便可证明 P (幻中点与点 
间的距离也是具有性质(出)的，即有下述“三角不等式”成立： 

p(/,ff)<p(/, 办)+ P (*, 沒)， 

其中 feep (幻 是任意的点.事实上 


(I 


1 /P 


\fM-g(x)\ p dx 

s (\f(x) — k(x) J + \h(x) — g{x)\ydx\ 

I/O) —fto) P +([ \h(x) — g(x)\Hx 

\J E 

又’干斥以⑺),我们令 

I 

f/II p =p (/ ， o)=((/(«) I 他 ) 

_ 

I 

I 

称之为 / 的范数 ( Norm ). 于是 

(i) I/ Ip >0, lfh = o 当且仅当 f=0. 

(ii) 对任意复数 

(Hi) lf+ff!p<lfllp+hl P (f,^m). 

例 i 我们前面已申 明多是 不小于 i 的实数.应该 指出当 

^< P <1 时, Minkowski 不等式一般说来是不成立的，比如 


P(J ， 9) 二 


'/P 


1 /P 


0 




■ 


n 


忑=[0,2], 


1, 0^ x ^ l f 

0，1«2, 


0,0$ X 1, 




g ( x ) = 
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mi/ii 都是在瓦上可积的.或者说但是 

(J o l/(aO + K 怎 )1 士心 )=^1^ = 4 , 


而 


\ fM\ 2 dx 


ldx 


(I 


g ( x ) I 2 dz 


ldx 


所以 


) >([。 1 / 0 ) 1 &) +({。!办)十卞) ► 

在 D ⑻， 0 < P < 1 ， 中 Minkowski 不等式不成立，所以不能用 


\ f ( x ) + g ( x)\Hx 


up 


\ f ( x )^ g { x)\HxJ 来定义两点/， f / 之间的距离.由于当 
0 < P < 1 时,/ 00 二（ 1 + 30 〃一 1 — W 的导数在 or > 0 时为负，所以 

| fl + 6 | p < a p 4 b p ( o , 6 > 0 ). 

从而如果/ 0 ), 9 (均都是亙上的可测函数， \ f ( x )\ P t \ g ( x)\p tlS 
上可积，则 


^Jf(x) + g(x)\ p dx <| 

I 

从而对于任意 /， A hep ( E )， 都有， 

p 

f I/O) —夕 0)| p <^<f \f(x)-h(x)\Hx+i 

J E J • J 

这说明对于 P ( E )， 0 < P < 1 , 我们应该用 


\f(x)\ p dx+\ \g(x)\Hx. 


\h(x)—g(x)\Hx. 


P(/, 穿） = ^\f(^)-g(^)\ p dx 

■ 

来定义两点 /,? 之间的距离.这时 性质⑴ ( H )( iii ) 都具备.可是 
一般说来 


P ( a /， 0 )= \ af ( x )\ p dx = | aj p \ f { x ) \ p dx 
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^ j «| \ f ( x )\ Ux . 


E 


所以这时 


I/Ip=p(/>o)=| 

I 

不是以(丑>上的一 个范数，因为 它不具备范数的性质 ( ii >. 正是由 
于当 0<欠<1 时的 P 和 ?>1 时的 P 之间的 这种质的差异 i 我们 
才总限定 P>h 

在 P (丑)中既已建立了距 离槪念 ，自然就可以定义 採限： 

定义 1 设 (幻， 1,2, 3,…. 如果当 》->oo 

时, P (尺， /)— 0,亦即 lf n - fh — 0 , 则我们 就说尺 是浐方平均 
收敛于/的，或说/„是在 P (幻中收敛于/的，记为 


\ fM\ p dx 




例2设 / Or ) sO , 


2 


当 0<* 〈士时 


n , 


fnW = 


0 , 在别处, 


则在[0，1]上显然有 




fl 今如 


但当把它们视为中的元素时, 


P(fn, /) 二 (j*。 | / n W —/O) | 咖 


P 




所以在 P ([0,1]) 中，念不成立 




例 3 若第四章§5的例中所作的那串 函数, 

平 Or ) = 0,则当 p ^ l 时，在 P ([0,1]) 上 

1 

1 \7 

\< p n ( x ) \ p dx ) —0 (/ 卜 > co ). 


P(<Pn,<P) 


D 
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但是 {%(幻} 在 [0,1] 上是处处不收敛于史00的. 


即 ^im<p 

«♦<» 

(因为它是处处无极限的 .） 

应该指出平均收敛的概念是有广泛应用的.举例来说， 我们 
知 道确实有些物理问题所列出的偏微分方程边值问题根本没有可 
微 的解.面对着这 个情况 ，能说这个物理问题没有意义吗？ 因为微 
分 方程边值问題，常常只是所讨论的实际问题的一种近似 ，一 种理 
化的情况.它的那些系数都不是准确的.所以我们应该 从近似 
的观 点来看待边值问题，一定要在连续可微函数的范围内寻求方 
程 的解，往往是没有道理的.为此人们引进广义解的概念. 例如 

对波 动方程 


u(x ， y ， z ， 0) = y, z, 0) = 0, 


( 8 > 


du 


dn 


S . L * Sobolev 就 考虑一 串函数 A , A , …使 


1 i m j I j (尸 n -尸) 2 dxdydz = 0 , 


假如 


A ?i —— ^ — F 

dt 2 


u(oc 3 ?j 9 z 9 0 X(;r,y, 2 , 0 ) 




cfU 


dn 


的寻常解 《 n 使得 


(u n u) 2 dxdydz = 0 f 


\:n 
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他就说 《是 方程式 (8) 的广义解.广义解是冇实际的 物理* 叉 

L - 


的① 


定理3如果在 PCF ) 中幺 im / e /, 则在芯上 f n ( x )^> f ( x ). 




证明对于(7>0,令 


A n (a)=Elx; | 九⑻一/⑷ |>a], 


\ \ fn ( x )- fM \ p dx ^ 




i4 n <(T> 

^ cr p mA n ( a )^0 


由于幺 = 所以上式左边趋于零，而 a >0, 所以必有 




mA n ( a )^ 0 . 

x 

定理4如果在 P (幻中，癸 im/ n = /, 又在丑 上几乎处处有 

5 fim / n ( ar ) =^( a ：), 则 /= 

n^°° 

证明从定理3, /， (:)=>/0*0, 因此由 F . Riesz 定理，有 
{九⑷}的子序列 {/ 〜⑷ }使 l;m 

已知 lim /,0；) =穿( 2 ：) 


1* 今 《» 


于痒•由于 


e 


t 呤 oo 


于丑，所以 /0 r )= p 0 r ) a . e •子 

■ 

• • 

定理 5 幻中序列的极 限是喊 一的.即如果 

im/ n =穿，则 f = ff 

证明这可以直接从距离的三角不等式即性质 ( Ui ) 而得 lb 


tt- 


n - ►典 




因为 


0 <p (/, 9 ) <P (/, fn) + P (/», 9 ) ^0 


也可以从定理3得到. 

定理6 (范数的连续性）如果在 L ^( E ) 中幺 

J d 




Tl+» 


① S_ L. Sobolev, < 数学物理方程 >, 1954 年版，第 22 洪 



证明 由于 


/rtlp+ Ifnlp- 

l ： /„llp<«/»-/lip+ll/llp. 

lf~^fnlp = \\fn~f\\p = P(fnp 


所以 


I/Ip^ hm(||/—/ rt | p + |/»Ip) 




P 


^limCl/n—/Ilp+ I/Ip) = I/Ip 


这也就是说 


Hm|/J p = J/| p# 

在欧氏空间中，关干点列的收敛有著名的 Cauchy 准剃.现 
在我们也有与之相应的下述定理 7. 

I 

定理 7(1^ 的宪全性）设 {/ J ^,是2^(芯）中的一个序 

• T 

列,则存在 / ep ( 幻使兒 imh =/ 的充要条件是对于任意 e >0. 


都有 JV 使 w >»>； V 时, 


9 (fn> fm) = I/»-/mlp<C. 

满足这样的条件的序列称为⑺)中 的基本序列. 

证明 必要性是显然的，因为 

以下我们来证明充分性.设 {/ J 是 / A 幻中一基本序列.由归纳 
法，可选取正整数序列{叫}^ =1 ,使 . 




而且当时， 
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\fn — fm h Ip < 


无二 1 ， 2 , 3 , 


2 左， 


1，2,3, 


m ( a ：) = Z I —/， rtjt O ) I ， 

k = i 

则 100} 二是丑上的非负可测函数的单调递 增序列 • 记 
limy n O ) 为 〆 a :). 由于这时4有 


令 


lim(g m (x)) p =(g(x)) 


由 Fatou 引理， 


\ (g(x)) p dx^hminf \ {g m (x)) p dx. 

J E J E 


可是由 Minkowski 不等式知 


1/梦 


(W …) W 1/p < 或 


fm^ x W-fm k M\ P dx 




所以 


J ( 众 00) 他 <1. 

• • 

这说明 〆 《)必然是在丑上几乎处处有限，从 而函 数级数 


W -/«»(*)) 

h = I 


在忍上几乎处处绝对收敛.令 




If fM = lim /%0), 又 


a . e •于丑 
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所以 /6 Z /( 丑). 

对于任意给定的 e > 0 , 取 I 使 n » N 时 
则当充分大使时,对一切 n > N 都有 

IL < f - 


注意 


) fnM - fm k W \ P = \ fnM - fW\ P & e •于丑 

再次应用 Fatou 引理，便得 

\ f n ( x )- f ( x)\Pdx 


li 


\/P 


UP 


Jim inf \ f n ( x )- f m ( x)\ p dx 

J F 

(n>N). 


这说明 


m /n = / 


证完 


区间 [0，1] 上全体 Riemann 可积函数按距离 

1 \ f ( x )- g (^)\ z dx \ 




构成的空间是不完全的. 

证明 将 (0, 2) 上全体有理数排成序列{%}•对每一》作包 
含于 [0, 1] 内的开区间使 r „ e /„ 且长度|/„|<1/2' 然后作 


函数 


当於 (J A *， 

n 二 1 

当 x^E 0 = 


f ( x ) 


[0,1]- U ， 

n~l 


o , 
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及函数序列 {/«0 O } 


It 


当 U / 

i* _ 

0, 在别处 




/ n (:) = 


K 


n ~ 1， 2,3, •“ 


易见在 [0,1] 上处处有 limf n O ) = /( a :)_ 注意若 m > n , 




m 


u 

n + l 


当尤 e 


fmW—fnW = 


k = 


0, 在别处. 


(U 八 )< 2 |/J< 

= »冰 1 / t r= n 4 - t 




• V 1/2*—0( 当 ft , TO -> oo ) 便知 


及 w 


k 


lim d ( f n 9 f m ) = 0 


m f 


由定理 7, 应有妗 L 2 ([0,1]) 使兒 im/ff 以下我们来证明任何这 

n h» 

样的穿都不可能在 [0,1] 上 Riemann 可积. 

_ 

首先注意由定理4,应有 g ( x ) =/(ar) a. e •设仏 是 [0,1] 中 

I 

度为零的子集，使 


f ⑷ =/0 r ) ，当汝[0，1]一 心 

则 w (丑 0— D >0. 现设私.对每一正整数》,取充分大 

• s 

的‘使 


|<l/2 n+l , )/*1<1/2^<1/2^ +, . 

由于77^=0,\—尽非空，我们可取于是 






0 


k 




X n — ^0 j ^ I X n~ r k n I + I _ ^0 I + 

这说明 lim %：-^： 




6 五 。一私，故 ^ ar 0 )=/(; r 0 ) = 0 .可见 lim 夕( X ) 尹 〆 ; r 。). 即 y ( iP ) 




o 




X 


0 




在〜点不连续.由于工0云馬一屯任意,》*(馬一私）>0,由第五章 
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§2 定理 2 便知 g ( x ) 在 [0,1] 上不是 Riemann 可积的. 

在欧氏空间中存在可数的在全空间中稠密的点集，比如坐标 

是有理数的点的集合，这是一个很重要的性质，人们特别称之为 

1 

空间的可分性质.以下我们来证明 L ^{ E ) ( Kp < 十 od ) 也是可分 
的.为简便计,我们现在且只就 B = 6JCIR 1 的情形来证明. 

r 

弓I理1 如果 /ep(o,6])(i< y <+co), 则对于任意 o>(v 
都有!>,々]上的连续函数炉00使I/—炉 Ip<e. 

I 

证明如果 /⑻ =«W + tv ( x ) EL p f < p ( x )= i ( x ) 十 irj ( x )” 

£ W,V O) 都在 0,6] 上连续，则由 Minkowski 不等式知 

1/-< pIp <II«- IIIp + ll”一”IU_ 

注意都是 6]) 中的只取实值的函数，所以我们不妨假 
设/0*0是只取实值的. 

I 

先设 /O) 在 [>, 6] 上是有界的， 

'■ ■ \ f ( x )\^ M , a ^ x ^ b . 

这时对任意 <5>0,都有连续函数炉 Or) 及五0>1,幻使 

_友<<5而在[>,6]—五上 


f(x) =<pO) 


(见第四章§3定理 2). 于是 


f 


J 


\f(x)—g)(x)\ p dx= \f-(p\ p dx^ 


\f-<p\ p dx^ 


[ g , b] ^ b 


I 

<2 p M p d . 

■ 

因此只要适当选取 <5, 便可使 l/_9>| P <e. 

对于在 [«, &] 上无界的 /, 裉捃第五章§2定理5,有次>0, 

6], m 4<<5 时， 


( 


\f{x)\Ux<e^JZ^ 
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再由第五章§〗习题的第 8 题，有正整数 W 使 

{x ； f/O) |>iV7<<5, 


mi 


令 


/( 幻，当 |/0 r ) |<iV 时， 

0 ,在别处 

麵 pew 且 1 P(aO Kiv, 即 /( 幻还是有界的.若令 

心 ={:; a<ar<6, |/(ar)(>iV}, 


F (x )= 


1 /( X ) i 


\f(x)—F(x)\ p dx = 


2 P 


所以 


I/- 尸 1〆 各 


2 


对于有界的 F(x )， 由前段的证明有连续函数炉 00 ,使 


e 


备 ，结合 (9 ) 式便得 


1/ _ 炉 L<l/— 尸 1，+ 


可见定理成立 . 

定理 8 若 femia, 6]) (p^l), 则对于任意《 >0 ,恒有有 
理系数多项式 PiW.pM, 使 / 与於 (a?) = 九 ⑻+ 0*0 ?) 的距离 
小于 e ， 即 |/ 一护 | p O. 

证明设 /O) = M(a0 + it;(a :), 则 a,t? 都是 1^([<1 ， 6 ]) 中的 
只取实值的函数 . 由 Minkowski 不等式，我们只要证明有有理系 
数多项式灼 00 使 1m— 灼 | P <e/2 就可以了.首先从引理 1 及其 
证明知有实值连续函数 ^0r ), 使 

lu~<pl P <e/S. 

其次根据 Weieistrass 多项式逼近定理，对可取实系数多 


( 10 ) 
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项式 




使 


最后，利用有理数在 R 1 上的稠密性，对每一 a 都选一有理数 


(ID 


m 


lA-r‘1 <e/(8w max{(6-a) 1/p , Mp, … ， II ，％')， 

则由 Minkowski 不等式，对凡 （: ^二^ + ^^十…十有 


( 12 > 


联结(10)， （11), (12) 式即得 

^Ip+ W — slp-^ \9—Vi\p 


<++ 令+七< 士 


证完 


因为全体有理系数多项式构成一可数集合，所以定理8中你 

妒那样的函数也构成 P 中的一可数集合，这样我们已证明了 

■ 

P ( Oj ]) 是可分的. 

_ 

迄 今为止 ，我们还没有发现 y 空间和普通的欧氏空间的重大 

1 r 

差别，欧氏空间中有距离 , I P 空间中也有距离，欧氏空间是完全盼 

• ■ •• 

( Cauchy 定理 ), I /也是完 全的, 欧氏空间是可分的， 空闽也 是_ 
可分的，现在我们要说明欧氏空间中的一个重要性质不为所具 


备 


定义2设是一个定义好了距离的空间，自然也就可以仿 

照欧氏空间来定义邻域，凝聚点等概念。我们规定，如果对于 I 

中的任意点 S 恒有《的某一邻域 IO〆 )， 使任意属干 」 V ( a ,3) 的 

无穷点集均存在凝聚点，则称 I 是局部 列紧的 空间. 

因为在 欧氏空间中， Weierstrass - Bolzano 定理成立， 所以肷 
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氏空间是局部列紧空间，但是这个重要的性质,不具备，即 

▲ 

间是非局部到紧空间。要证明这点，我们只要证明能在中找到 

. I 

一点/,使包含/的任何邻域中，都至少有一无穷序列没有凝聚点 
即可，以下就 M ：0, l ] d >2 来考虑。取/ = 0,于任羞正数么取 

rf > o 使这 <4令 /„( ar ) = rf cos (2»爲), 则九 且 

£ !/„(*) i^<^r 


dx = d p <id p f 


f n eN(o f S)Mf;f^ f u\\ p <S} 


可是只要双#%就有 • 

S/„ — / m | i = f 这 2 [ cos (2n7tx) — cos (2mrt)xl 7 dx 

Jo J 

■ 

2 (2 mnx)dt 


=d 2 \ cos 2 (2njtx)dx^d 2 


cos 


(2nnx) cos (2m7tx)d{e 


-2d 


cos 








从而 ( n ^ m ). 如果沪 >2, 则由 HWder 不等式, 






这里 

P — 


两边开方即得 


这说明在 P ([0, l ])( p >2) 中， {/„> % , 没有聚点. 

从上面的反例，可见经典数学分析中有关聚点原则的一套行 
之有效的技巧，在 I p ( l >>2) 中都不能直接照搬了.所以问题是严 
重的.泛函分析中许多重要槪念，例如弱拓扑等的引进正是渊源 


于此 
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习 


1- 怔明：当 m 及 < + oo , 时， L〆 （幻(幻.并就逻=[0,1]举 
例说明乙 〆 关 


^ = R * 的情形舉例说 明：当 mE = +00 时， L 明和 L ，， (幻互不 


2 . 


包含，此处 p f >p>l* 

3. 证明： 如果(幻， i<p<r<〆， 则有 /ec (及) . 

4. 证明： 如果 忍）， f^LHE), \f n Cx)\<g(x) 9 n = l, 2, 
lim/ n (x) = /(a?) a. e •于忍，则 S? imf n =f. 


5. 设 P ，9 是一对共轭指数,(丑)，么及)，《=1, 2 ,3,…并且在: 
Z > (幻和 O ( ff ) 中分别有梦 im /„=/ 和证明 


li 


f n {oei) g n {x)ix= f(x)g(x)dx 


此处 〜 Or ) ， g (:) 分别是 A O ) 和 f Or ) 的共轭. 

6, 用 L 8 •(迟 ) 表示在丑上几乎有界（即有 V ,使 mW =0, 而在及一 2 V 上有 

界)的可测函数的全体.并在 HE ) 中规定 

P( /， ) = inf {sup 1/(^) —g(x) \ ; NczE 9 mN=0} 




为 / 与？之间的距离（几乎处处相等的函数看成相同），则 // •(忍)不 可分. 

7. 设五是 R 1 中区间 0,6] 的一可测子集， mF >0. 试利用 
的可分性证明乙〃(瓦)的可分性. 

8_证明(幻中那些只取实值的函数构成 P (忍) 的一闭实线性 子空时 
‘ Lh ( E )， (即(忍）是 0( 忍)的实线性子空间并且还是 />( 忍）的闭子集 .） 
从而也是完全的. 

9* 设 m 忍 < + oo ， p > , 


\ j ( x)ix = Oy 

证明 A ) 是(逻)的闭线性子空间且在乙气❿中的亏数为1,即可以取 I ，(及> 

■ 

的一个一维子空间7 1 ,使 7^( 们是和 T 的直 接和: £〃( 幻=二 ㊉ 几 


Hilbert 空间 L 2 

函数空间 L 2 (幻是空時 P (瓦）（？>1)的一特殊情况，但是它; 
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有一般的所不具有的重要特性，即在 L 2 (幻中可以引进向 

量之间的夹角角度的概念，正是由于这一点，使 1 2 ( E ) 比一般的 

_ 

弇 2) 更接近于欧氏空间， " 

在欧氏空间中两个向量的夹角的大小是通过内积来表现的, 
两个实向量(点)尤二 （$ i , …， = ( A ， …， L ) 之间的内积 


i = X 


<x ， y> — 


它和空间中向量的长度通过 


Ix | 2 = < fl ：, x > 


相联系.向量 a : 与 y 之间的夹角 0 则可通过内积表达出來/ 


cob9 = 


上面说的是实数域上的线性空间,关于复数域上的欧氏空间 


〈一 股也称为酉空间），对复向量 




则定义它们的内积为 


'"SJ 


〈05, 沒〉 = 〉 

< *=1 

(关于欧氏空间与酉空间的初等性质可参见《髙等代数》①） 

现在对于/,妗【 2 (五)，我们自然定义/ 和分 的内积为3 

I 

</，？>=[ 


( 1 ) 


f(x)g(x)dx 

由 p=q^Q 时的 Holder 不等式(这时的 Holder 不等式通常称为 
Schwarz 不等式)， / O ) 穿 0 )是可积的，所以 1 :述定义是合理的.此 
处及以后都表示复数的共辆.内积是 L 2 (E) xL 2 Cff ) 上的一 


①北京大学数学系几何与代数教研室代数小组编,<髙等代数>，第土舨，髙等艟 
宥出版社，第九章）， 
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个复值函数, 


(/ eL 2 (五 ))• 

(为简便计，我们把 P 中的范数 H 2 简记为 Hi) 而 Schwarr 不等 

式则说明 


( 2 > 


\(f,g>\<lfh\\gl 

对任何/, 都成立.另外，只要々都属于丑)， 


(3) 


便有 


</,夕 > = <%/>, 

(af^pg, ft >=«</, ft) +0{g P h\ 

曇 

此处 Ct , i ? 可以是任意的复致. 

定理 1( 内积的连续性）如果 / B eL 2 (幻 ， n = l , 

I 

5? im / n -/ f 则对于任意夕6厶 2 (五)都有 


(4> 


lim 〈九 ，夕 > = </,?>, 

n-^co 

V 

更 一般地 ，如果 还有〜 a 2 (忍 ) ， 《 = 1 , 2,3, … ，幺 = 分,则 

n ♦力 


( 6 > 


(7) 


证明显然只要证明 （7). 注意 

〈/»，夕 n 〉 一〈/，夕〉二〈/”，歹 n 〉— 〈/，〜〉+〈/，夂 n 〉—〈/， 穸〉 


由 (3) 式便有 


I 〈 /n ， 0n 〉一 〈 / ，夕 〉 I /IH^nl + 1/11 1^« — 

由 §1 定理 6, lim || 夕 J = | 夕 II, 所以 


lim|</«, ffn>-<fp 9>\ ^lim|i/ n -/|4im|^J 

n 令 a® 

||/| limU |=0, 


这说明 (7) 式是成立的.证完 

在维空间中，我们经常要引进坐标，那就是选取》个线性 
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然后将任意向量 e 都通过这《个向量的 
线性组合来表示.直角坐标系一般说来是比较方便的坐标系， 


无关的向量 




此时 


= <e. Oh + <e ， e 2 )e 2 + … + <e, c„>e n . 


⑻ 


其中 < e , h > 是6和〜的内积①，而 


<^i,C/>=0, (i^j 9 i 9 J=l f 2 9 ••*,») 

<1,0=1, (乂 =1,2, 


现在让我们在 P 空间中来建立相应的概念 4 

定义1假 设沒是 P 空间中一点集，如果对于改 中住何 /， 

% 

9， f 羊9, 都有〈/，0=0,则我们就说 占是一 直交系统，若于任意 

尺沒,都有则称及是一正规系统.如果汉既是正规 的又是 

■ 

直交的，则称&是一正规直交系统. 

例1 三角系统 


cosffil ； sin nx 


cosic sinx 


和 


T ： 


攀 ♦ ■ 


Hn 、 V ? V ? , V 




T c 


V 2 V W , V^r ^ 

I 

都是 L 2 ([ — 汉，兀])上的正规直交系统，其中 e inr = cosftar + isin»ar 

4 

n = 1，2,3, … • 

证明因为 ’ 


[ e inx \ 2 = cos 2 nx-h sin 2 na: = l, 

cosmzsinnxd^ = 0 对任何 m , n 皆成立 


0, 当 

龙，当 

0，当 m v n ， 

苽，当 


cosmxcosnzdx 二 


m 


nxdx — 


sin ffixsin 


m n 


①参 见前引北大编 《髙 等代数 > 第九章 § 2 


239 


(n — m)x+ isin (n—m)x 


i(n -m) ^ 


并且 ^ 


tnx 


=e 


=cos 


e 


2 Chebyshev-Hermite 函数列 


2 


d k 


X 


2 


k 


，fe = l ，2,3, 


< Pk (^) = ( — 1) 


r 


e 


e 




dx k 


是 L 2 ( R 9 上的直交系统(但不是正规系统) 

证明 首先注意 


d k 


2 


Pu(x)e ^ 9 


~X 


e 


dx k 


此处是一 & 次多项式，因此 


d k 


d 3 


s 


X 2 : 


2 


PkM 


X 


e 


e 


~dx 


dx k 


dx 


S 


s 


在 s^k 时为一 $ 次多项式，而在 s > Tc 时为零 ，特 别是对一切 


都有 


d k 


d 


S 


2 


2 


X 2 


-X 


lira e 


-x 


dx 8 \^ dx k 6 


± oo 


于是 对任意 n > m y 由 分部积分法， 


oo 


t 


(pnW<p m (x)dx 


d m 


d 


j^e_ xi dx (A = m + n) 


X2 


~X2 


= (- l ) 


k 


e 


e 


dx n 


n- 1 


d 


m 


d 


OO 


一工 2 




dx 


_X 2 


k + J 


(-D 


e 


e 


dx n ' 1 e 


dx 


dx 


m 


— oo 


n- m- ! 


to 


d 




+m+1 


=( — 1) 处 


e 


•嘛# 


n-m -1 


dx 


— OO 


1 


d 


m 


-x 2 


X2 


dx 


e 


e 


771+ J 


dx 


dx 


m 


l 


= o 


这证明了 的直交性. 

例 3 Legendre 多项式序列 
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d 


n 


PnM== 2^ld^ (X 1)% ㈣ ， 1 ， 2 ， 

是 i 2 ([— 1,1]) 上的直交系统. 

证明设夕=(怎 2 —1)",则 tf l =2 n ( x i ~ l) n l x , 

因此 (/— 1)^=2«巧,于是应用求高阶导数的 Leibniz 公式① 

{ x 2 — l ) y in+2) -] r 2 xy i 

这也就是说 P „0) 满足方程 


• •籲 


«+ 1 ) 


( n-h l)y 0 




d 


d 


(1 _ ^ 2 ) ni x ) I +**(»+ l ) P n ( x ) =0, 


dx 


于是对于任意 


n f m f 


dP m { x ) 


一尸 m (x) ^ {x) 


芒 （1 — x 2 ) P n ( x ) 


dx 


dx 


x 


d 


dP m ( x ) 


dP n M 


d 


Pn(x)^ ( 1 -X 2 ) 


~ (1— 怎 2 ) 




dx 


dx 


x 


rn ( m + l ) P n ( x ) P m ( x )~ n(n + l ) P n ( x ) P m ( x ) 

% 

(m — n )( m \ n - j - l ) P n ( x ) P m ( x ). 

% 

将上式两边在 [— i , l ] 上积分,注意左边的积分显然是零，所以当 

n # w 时 




P n ( x ) P m ( x)dx = 0- 

-i 

由干 p »0) 是实值函数，这其实就是说{户心)}。是 i 2 ([—1, 

1]) 上的直交系.注意 PoOO ^ h /^ Or ^ a ;, P 2 ( x ) 


3 


易见 


- —r*X 




2 


J I 尸。 O) \ z dx = 2 t f 


2 


I Pi ( x ) \ 2 dx =—, 


①江泽坚等"数学分析 》， W 6 4 年,第二版，人民教育出版社，第 109—110 页. 
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| 尸 2 W \ 2 dx = ^ r f 


5 


这说明 { P «( aO } r 还不是正规系统. 

定义2设{%} 1：^是 I 2 中的一个正规直交系统， f ^ L \ 


则称 


*” =〈/,%>, » = 1> 2, 

为/相对于坐标系统{%}而言的坐标. 


由于 (8) 式的关系，我们自然有兴趣考虑形如互]</, 外 〉 9 


的“级数”.在有限 n - 维欧氏空间中，由 (8) 式显然有 


\f=i <-i 


| e | 2 = < e ， e > = 






(9) 


一般说来,对于任意及任意向量 e ， 总有 


Sl<e>OI 2 <I^I 


现在我们来证明在 I 2 空间中也有相似的结论. 

定理 2 (Bessel 不等式）设 

(1) {%}是 I 2 中的正规直交系统， 1 

(2) /6L 2 , 


x n = 〈 f ， Pn) ， W = 1 ， 2, 3, 


则 


: 2 u 1 〈/,%〉 i 2 < n / i 2 - 

7i — i n—1 

证明 对任意正整数 w 都有 
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N 


N 




N 


N 


=</，/>—</, <Pi) —y^.Xj <<p i9 f) 

x — 1 i = 1 


N 


</Pi ， <pi) 


N 


N 


N 


i/p—i 2 fSi^i 2 =i/i 2 -y ： i^! 2 . 


所以 


N 


2 i^i 2 <l/l 2 > 

#=i 

# 是任意的，令# —+00 便得 

i^l 


% 


证完 


在酉空间中引进了坐标以后， 一 个点可以看作 w 个复数组成 

的有序数组， 而任意 一个由 《 个复数组成的有序数组也都是空间 

中一个点,可是这件事在 p 空间中却不简单，因为若(％，々,•••, 
，… } 代表 P 中某一点/的坐标，则从 Bessel 不等 式即得 f 


21^1 2 <!1/1 2 <+ 


可见 Uhl 2 是收敛的.换言之，即欲使{心^, 


••} 是某一 




• • • 




f ^ L 2 的坐标，必须乏] N * | 2< C + °°* 可是当 I ] l^i 1 2 〈 + oo 时，是 
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否一定在 P 中有一点 / 与之对应呢 , 即是否存在那样一个函数，它 
正好以 {&•} 作为它的坐标呢 ? 关于这个问题，下面的定理给 出肯定 
的回答 . 


定理 3(Riesz-Fislier 定理） 设 
0) 伽 „} 是 L 2 中一个正规直交系统 , 


(2) 复数序列使 Shl 2 < + oo, 则有斥乙 2 以 { 々}为它 


的坐标，即 


</, <Pi> 


i = 1, 2, 3,… 




证明如果我 们令九 = ； Sa%, 则由干 { 仍 } 的正规直交性 i 

i -i 

/„ 的前《个坐标恰好是 …, 而其余的坐标则都是 0 . 以 
下我们来证明 {/J 收敛于某一元素 /• 由于 U 是完全的，所以我 
们只要证明 {/«} 是基本序列即可。为此计算 fn-f m 的 范数： 


(S 

\ i 二 m+ 1 


s 

i =m h i 


I / n -/ m || 2 = 




无 ivi ， 


= S x i x J ^i> = XII 心 1 2 , («>m) 

i * i =m+ 1 m+ 1 


可是 H kd 2 是收敛的，只要 《 *,« 充分地大 ，；2 h 1 2 可以住 

1 m+ 1 

意小，因此 {/«} 是一基本序列，从而有 /e" 使显然/盼 


坐标就是 { 々 }, 因为对于任 意〗， 只要就有仏，仍 > = *o 从 
而由定理 1 即得 


</^i> = lini (/ n> 炉 f >=li 


— 


定理证完 
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我们引进 坐棕， 是为 了表示 L 2 中的点，因 我们自然不希望 
两个不同的点有相同的坐标(坐标不同则点 一 定不同，这是没有问 
题的).可见我们还必须对坐标系统{炉„>加上某些条件才行.也 
就是说希望{%}具有这样的性质,如果/和穿是 p 中的两个不同 
的元素 ，即 /(?) 不是和 〆 ?)几乎处处相等的函数，则/的坐标就 
不 会和穿 的坐标完全一样，注意 f -9 的坐标 事实上 就是/的坐 
标减沒的坐标, 因 此如果 /W —夕(?)不几乎处处等于零时， f —9 
的坐标就不全为零，则坐标的表示法就变成唯一的了，因此我们 
引进下列 槪念： 

定义3设{%}是一正规直交系统，如果只有几乎处处是零 
的 函数对 { f n } 而言的坐标才全是零，则{免《}就称为完全 系统. 

需要强调指出，在这里，我们并没有讨论完全系统的存在问 

_ 

题, 也就是说是否存在完全系统我们还一点也不知道，以下的讨论 
都 是在假定这种系统存在的前提下进行的.至于是否真的存在的 
何题，等到以后再来解决. 

式 (9) 事实上是通过坐标来表示距离的距离公式，在 X 2 中也 
有 类似的公式. 

定理 4 ( Parseval 定理）①设 

(1) {奶*}为完全正规直交系统， 

( 2 ) / x n — if, <p n ),n— 1,2, 


»=1 


证明由 Bessel 不等式 


①首先指出定理 中所述等式在数学分析与数学物理的各种问薄中的重要意义 
枘，是 V.I.s eklov, 在他以前只知这个等式对三角系统成立，所以这个等式有时也按 
«tcklov 的说法，叫傲封闭方程式， 
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所以！是收敛的，于是由 Riesz - Fisher 定理的证明，知序列 


/»= 有极限,设为尸，则由范数的连续性 （ § 1定理 6), 


(S 


2> 


|fT=lim||/J 2 =li 


i^i 


kill 


= lim2 1^| 2 = S J^i 2 * 

i-i 

可是尸与 / 显然有相同的坐标,而我们又假设了系统以„}扈完全 
的，因此/ =广，于是 


定理得证. 、 

I 

在研究欧氏空间时，维数是由最大线性无关向量组中含有扣 

向量的数目来决定的，也就是最大的正规直交系统中所含芫素的: 

• • 

_ | | 

个数来确定的.现在我 fi 自然也会要问 p 空间的维数是杆+呢? 
首先我们来说明 p 空间铯对不会是有限维的，这只须证明存在: 
只包含有限多个元素的完全系统即可，因为一个系统{%}如果禾 
是完全的，则它一定不是“最大”的 > 事实上，既然 { w 非完全,就有 

非零的/弘 2 ,使= 0 令炉 0 = 


则 1 屮 0 || =1，<少 0 , 


1/1， 


所以是一个“更大”的正规 


〉— " 0 ^ % -— 1,2,3, 

直交系. 


• « • 


定理5任何完全系统{%}中均有无穷多个元素. 
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证明 如若不然，即{%}只有有限个元素 


少1，沪2, •••， 9 m ， 


则每一 / ei 2 都与一个由 m 个复数组成的数组 a ? 2 , •••,“} 计 
应，此处 


A = </,%>， 


f 二 1 ， 2, •“ ， 7JI 


且 




如果我们把…，看成 m 维酉空间^中的一 个点，则我 
们得到了 1 2 和"间的一个对应关系，因为{%}是完 全的，这个 
对 应关系是一对一的,而且 因为两 个空间中的距 离公式相同,所以 

I 

I 

相对应的向量的长度相同，即这个对应不变更向量间 的度最 关系， 

I 

从而也应该不改变全部拓扑结构，即在 O 中是聚点的，对应在 P 

中也应该是聚点.特别是从 C m 是局部列紧的 ( Weierstrass-Bol 

■ 

zano 聚点原则)应推出 P 也是局部列紧的，然而我们已鈿 P 不 

S 

具有局部列紧性，所以产生了矛盾.这证明{%}中 必有无奐多个 

元素. 


定理5告诉我们任意完全系统都包含无穷多个元素，事实上 

我们还可 证明任意完全系统都怆有可数多个元素. 因为 我们可 

以证明 


定理6 L 2 中的任何正规直交系 汉都不 能多于可数多 个元: 


素 


证明因 L 2 是可分的，所以存在一个处处稠密的可数集合 A 
于任意斥沒，在 D 内应有使 /1<>/ T /4. 要证明定理, 
只需证明对于不同的/，对应的 /*, f 也不同就可 以了. 

由于沒是正规直交系统， 

U 2 =</- a /— 夕〉 
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=< A />+<^^>— </^> - <^/> 


是 


/*! + + 1 歹 * — 




4 


mx 


2\/T 


肩 / 伞一 2 — 


= 7 T 〉 0 , 


4 


f * 关 g ' 证完. 

_ 

在欧氏空间中，一组最大的正规直交向量卜,}之所以称为基 
-雇，是因为空间中任意的 e 都可以用这一组特殊的向量的线性组 
合表示出来： 


1 


6 = OtjCj + €^2^2 + • •. + 0i n B n9 


对于 P 空间，如果{%}是其中的一个完全正规直交系统，则对于 

I 

任意 f ^ L \ 


n 


/«= S 〈/，％〉 炉 i , (n = l ，2,3, …) 


激是在乙 2 中收敛(即平方平均收敛)于/的.事实上，在定理3中 
已证明兒 = 是存在的并且 

<f* ， 炉 i>=</ ， 90* i = l ， 2,3, …. 

而现在系统{%}是完全的，所以 /* = /, 这样我们就可以把/表 


n - 


成 


O0 




if 


:不过右边的级数是在 P 中收敛.因此我们完全有理由把 P 中的 
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一个完全正规直交系统称为 C 中的正 规直交基底. 

在欧氏空间中要判断 { ej 是基底，只要它的线性组合 


6 ―― OEiCj 4" + • • _ + 


的全体在空间中稠密就可以了.因为这样的 e 构成一线性子空间,， 
如果它在空间中稠密，就必然是整个空间.从而任何向量都可表 

成上述形式.在 L 2 中,在空间中处处稠密的线性子空间未必等于 

■ 

比如在区间 [0, 1] 上连续的函数的全体构成 L 2 ([0,1]) 的一个 
线性子空间 C [0,1], 由§ 1引理1,它在 L 2 ([0,1]> 中处处稠密，但 
是 C ([0, 1])^ L 2 ([0,1]). 因此下述定理并不是一目了然的. 

定理7如果{%}是 L 2 中的正规直交系统，则{%}是 I 2 的 
一基底的充要条件是{炉„}中元素的有限线性组合在 L 2 中处处槻 


密 


证明因为定理4的证明中所 作的八 都是{炉„}中元素的有 
限线性组合,所以必要性已知.下证充分性.对于任意 / ec , 由假 
设应有(炉 n } 中元素的一串有限线性组合九，《 = 1, 

= 如果/的坐标都是零，则〈/,/„>二0，《二1,2,3,…，于- 


，…，使: 


是 


1/11 2== </,/> = </, />—〈/，/»> 

〈 / ， lf—fnl* 

由子！ /—( n -> oo ), 所以|川= 0,从而卜0、这说明 
是完全的，即是 P 的一基底. 

推论1如果伽 J 是 P 中一正规直交 系统， 则悻 J 是 ㈣ 
的基底的充要条件是对任意 /6 L 2 , 都有 




l/P=2 


证明留作习親 
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定理 8 (\' I. Steklov 定理） 设伽 J 是 L 2 中一基底 ，如 J 

是 p 中一正规直交系统，则也是一基底的充要条件是对每一 

令，•， i 二1，2,3,…都有 


l ?^| 2= ^ 2 \<< Pi 9 ^ n >\ 2 - 

n~l 

证明从定理4知只需证明充分性.对任意 /6L 2 , e>0, 
子{队)是基底，由定理7应有{%}中元素的线性组合 


=叫 炉1 +…+〜沪灸, 


使得 


lf—gl<e/2 


曲于 




若令 


<): 二 i9 CDj)(Dj 9 


<0>=5>,+, 


21 爪，叫 > i 2 . 


or>=(S {<Pi,C0j)C0j 9 ，①① i 


= 2 
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n 


s 


(< Pi ， OjX < Puoyj ) 


= 2 l 〈扒，叫 >1 


所以当 n — oo 时, 


!叫1 2 = 


<<P i ••••• <P 


( 


> 


> 


( Pi~ ( P 




I ^ I 2 ~SI 


2 


< Pi ^ j > 


0 


于是对每一 i = 1，2, ••• 都可选 ^ 充分大,使 


€ 


2/ c ( ! o ； I -| 1) 


从而对 


h 


ar < Pn \ 


m 


便有 


k 


夕 一 办！二 wy^.a II 


k 


^2 W ( Pi~ ( P < n i ) \\ < 4 , 


I/- *ll<l/—!7l + l 夕 一 A|<4 


e 


-i^ = S 


注意 


k 


k 




是知： } 由元素的有限线性组合，斤 i 2 及^>0都是任意的，所此 


m 




中元素的有限线性组合在 L 2 中稠密，由定理 7 , 

是 W 的基底.证完. 

L 2 中的子集沒称为是一线性无关的子集，如果 S 中任意有限 
个元素都是线性无关的，即对于 /!,•••, {执 如果有复数叫，…，叫 

… 尸 +… 十 aj n = 0 

则必有 A = …二 < x n = 0. 显然任意正规直交系统都是 I 2 的 
:线性无关子集.因为若 (0 式成立， {/ J 是正规直交系，则 




使 


(*) 


0二 <4+ …相丄 ，D= !%〈/，,/<> 二〜 


(名= 1,2, …， n ) 


又，对于 U 中任一子集 A 没中元素的有限线性组合的全体所构 

成的集 

^( S ). 


L 2 的一线性子空间，称为由 S 所张开的子空间，记为 




定理 9( Hilber 卜 Schmidt 正规直交化定理）.如果 { f n } 

是 L 2 中一线性无关的序列，则存在 L 2 中的正规直交序列 
每一％都是中元素的有限线性组合且 

^( {<?>»} ~=i) 

证明 因 { A } 是线性无关序列，每一 t 都不为零.令 

测 I 炉 il = 〗， 欢1 = 1! 於 11炉 i . 由于 Ui 线性无关，所以 

I 

*2 -02 - <^2, ( Pl )< Pl ^ 於厂 （〈垆 2 , 炉 1>/| 於1!|)於 1^0. 

-于是可令吟 = A 2 / W , 于是 I 外卜1， 


〈妒 2, <Pl> = 


( 〈少 2 — < 妒 2 , 炉 1 > 炉 1 ，丨 1 >) 


«^2, 9^1> — <^2, <P\ ><<Pi, 9^1» =0. 






伞 2 二 i|A 2 I^2 f <^2,^i><Pl 
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所以不仅仍是 h 的线性组合 ，化 也是抑 的线性组合 

一 般说来，设已有正规直交的 


炉1，炉2,…,炉衫 


使每一仍都是01，…， Pi 的线性组合，每一於4也都是 


1， 




n 


«,则由于 H 〈也 》 + i , 灼〉钓是步 1,…，於 

< =1 


的线性组合 ， i = l , 2,…, 


TU 


的线性组合，而是线性无关的，所以 


n 


= ^n^\~y^Atn^U<Pi)^Pi^O 


f |+ 1 


定义 


9^«+ t — ^fl+ \I fl 々 Tt+lff ， 

_ 

这是 tu …， i > n + ' 的线性组合，综合前面两个式子便有 


n 


A 十 l = 炉 n + l 十 <Pi><Pi, 

i = 1 

所以 - 1 也是 Tl ， … ，炉 n + 1 的线性组合，又 


ft 


-S (i> n+ 1> 

i^l 


(< Pn ^\$< Pj ) = 


if 


n+ 1 




HAn.lI 

(j = l ,2, …， n ) 


< Pn^l 


这样,由归纳法,我们就得到了一个正规直交序列切 毎一％ 挪 

是少1，…,欢》的线性组合,而每一必》也都是炉1， 

合.因此 


9> n 的线性乱 


« • « 


9 


^({9> B } n = 1 )=^<{^}*- l ) 


证完 


到现在为止，我们还没有证明在 U 中是否存在完全的正规直: 


253 

















































































































































































































